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Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñß êîîïåðàòèâíûå èãðû ñ òðàíñôåðà-
áåëüíûìè ïîëåçíîñòßìè1, èëè, èíà÷å, ÒÏ-èãðû. Êîîïåðàòèâíàß òåîðèß èãð
äîïóñêàåò ñîâìåñòíûå äåéñòâèß èãðîêîâ è ôîðìèðîâàíèå êîàëèöèé. Îñíîâ-
íîå ïðåäïîëîæåíèå â òåîðèè êîîïåðàòèâíûõ èãð ñîñòîèò â òîì, ÷òî ìàêñè-
ìàëüíàß êîàëèöèß  òî åñòü ãðóïïà, ñîñòîßùàß èç âñåõ èãðîêîâ  áóäåò
ñôîðìèðîâàíà. Òàêèì îáðàçîì, îñíîâíîé çàäà÷åé â òåîðèè êîîïåðàòèâíûõ
èãð ßâëßåòñß ðåøåíèå âîïðîñà î òîì, êàêèì îáðàçîì ñëåäóåò ðàñïðåäåëèòü
âûèãðûø ìàêñèìàëüíîé êîàëèöèè ìåæäó èãðîêàìè.
Íà äàííûé ìîìåíò ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî ðåøåíèé, îñíîâûâàþùèõñß
íà òîì èëè èíîì ïðàâèëå, ïî êîòîðîìó ìîæåò áûòü ðàñïðåäåëåí îáùèé âû-
èãðûø. Òàêèìè ðåøåíèßìè ßâëßþòñß, íàïðèìåð, 𝐶-ßäðî [1], ïðåä-𝐾-ßäðî
[2], 𝑁 -ßäðî, ïðåä-𝑁 -ßäðî [3], âåêòîð Øåïëè [4]. Âñå îíè îáëàäàþò ðàçëè÷-
íûìè ñâîéñòâàìè, ïîçâîëßþùèìè îñîçíàâàòü, êàê ñåáß âåäåò òî èëè èíîå
ðåøåíèå â ðåàëüíîé ñèòóàöèè. Îäíàêî, òàê êàê äëß ðàçëè÷íûõ ðåøåíèé
ìîãóò âûïîëíßòüñß îäèíàêîâûå ñâîéñòâà, íåîáõîäèìî íàéòè òàêîé íàáîð
ñâîéñòâ, ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî ìîæíî îäíîçíà÷íî îïðåäåëèòü òî èëè èíîå
ðåøåíèå. Äëß âñåõ âûøåïðèâåäåííûõ ðåøåíèé ñóùåñòâóåò êàê ìèíèìóì
îäíà àêñèîìàòèçàöèß [5].
Â 2011 ã. Ñ.È.Òàðàøíèíîé [6] áûëà ïðåäñòàâëåíà íîâàß êîíöåïöèß ðå-
øåíèß êîîïåðàòèâíîé ÒÏ-èãðû, îñíîâàííàß íà ïðèíöèïå ðàâíîãî ó÷åòà
êîíñòðóêòèâíîé è áëîêèðóþùåé ñèë êîàëèöèè, òî åñòü òîé âåëè÷èíû, êîòî-
ðóþ êîàëèöèß ìîæåò ñåáå ãàðàíòèðîâàòü, è òîé, ïîëó÷åíèþ êîòîðîé íå ìî-
æåò ïðåïßòñòâîâàòü åå êîìïëåìåíòàðíàß êîàëèöèß, ñîîòâåòñòâåííî,  𝑆𝑀 -
ßäðî. Â òîì æå ãîäó Í.Â.Ñìèðíîâîé è Ñ.È.Òàðàøíèíîé [7] áûëà ââåäåíà
êîíöåïöèß ðåøåíèß, ïðåäñòàâëßþùåãî ñîáîé îáîáùåíèå 𝑆𝑀 -ßäðà,  [0,1]-
𝑁 -ßäðî, êîòîðîå ó÷èòûâàåò ïðîèçâîëüíûå ñîîòíîøåíèß êîíñòðóêòèâíîé è
áëîêèðóþùåé ñèë êîàëèöèè. Â äàííûõ ðàáîòàõ áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ïðåä-
ñòàâëåííûå ðåøåíèß óäîâëåòâîðßþò ìíîæåñòâó ñâîéñòâ. Îäíàêî, êàê äëß
[0,1]-𝑁 -ßäðà, òàê è äëß 𝑆𝑀 -ßäðà åùå íå áûëî îïðåäåëåíî, êàêèå ñâîéñòâà
ìîãóò ïîñëóæèòü èõ îäíîçíà÷íîé õàðàêòåðèçàöèè. Ââèäó ýòîãî ñóùåñòâó-
åò íåîáõîäèìîñòü ïðîâåðêè ñïðàâåäëèâîñòè êàê ìèíèìóì ñóùåñòâóþùèõ
1Т.е. полезностями, линейными в денежном эквиваленте
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ñâîéñòâ äëß äàííûé ðåøåíèé.
Òàê êàê îïðåäåëåíèß [0,1]-𝑁 -ßäðà è åãî ÷àñòíîãî ñëó÷àß  𝑆𝑀 -ßäðà 
òåñíî ñâßçàíû ñ îïðåäåëåíèåì ïðåä-𝑁 -ßäðà, áûëî áû ðàçóìíûì ñíà÷àëà
ïðîâåðèòü ñïðàâåäëèâîñòü òåõ ñâîéñòâ, êîòîðûå ó÷àñòâóþò â àêñèîìàòèçà-
öèè ïðåä-𝑁 -ßäðà. Îäíèì èç òàêèõ ñâîéñòâ ßâëßåòñß ñâîéñòâî ñîãëàñîâàííî-
ñòè (RGP) ïî Äýâèñó-Ìàøëåðó [8] [9]. Äàííîå ñâîéñòâî èìååò ñëåäóþùóþ
èíòåðïðåòàöèþ: åñëè íåñêîëüêî èãðîêîâ ïîêèíóò èãðó (𝑁, 𝑣), è îñòàâøèåñß
èãðîêè ðàçûãðàþò èãðó â ðåäóöèðîâàííîé ôîðìå, òî ðàñïðåäåëåíèå âûèã-
ðûøà äëß íèõ áóäåò ñîãëàñîâûâàòüñß ñ ðàñïðåäåëåíèåì âûèãðûøà äëß âñåõ
èãðîêîâ â èñõîäíîé èãðå, òî åñòü áóäåò îïðåäåëßòüñß ïî òîìó æå ïðàâèëó.
Ââèäó òîãî, ÷òî [0,1]-𝑁 -ßäðî, êàê áóäåò ïîêàçàíî íèæå, ñîñòîèò èç ìíî-
æåñòâà òî÷åê ïðè ðàçëè÷íûõ 𝛼 ∈ [0, 1] (𝑆𝑀 -ßäðî ßâëßåòñß åãî ÷àñòíûì
ñëó÷àåì ïðè 𝛼 =
1
2
), äëß ïîëíîòû èññëåäîâàíèß èìååò ñìûñë ïðîâåðèòü
åùå îäíî ñâîéñòâî ñîãëàñîâàííîñòè äëß îäíîòî÷å÷íûõ ðåøåíèé, ó÷àñòâóþ-
ùåå â àêñèîìàòèçàöèè âåêòîðà Øåïëè, íî èìåþùåå èíòåðïðåòàöèþ, àíàëî-
ãè÷íóþ ñâîéñòâó ñîãëàñîâàííîñòè ïî Äýâèñó-Ìàøëåðó,  ñâîéñòâî ñîãëà-
ñîâàííîñòè (CON) ïî Õàðòó-Ìàñ-Êîëåëëó [10].
Ðàáîòà ñòðóêòóðèðîâàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì. Â ãëàâå 1 ïðèâîäßòñß îñ-
íîâíûå îïðåäåëåíèß è ñâîéñòâà, à òàêæå äàåòñß õàðàêòåðèñòèêà èññëåäó-
åìûõ ðåøåíèé. Â ãëàâå 2 ïðèâåäåí èñïîëüçóåìûé ìåòîä íàõîæäåíèß èñ-
ñëåäóåìûõ ðåøåíèé, à òàêæå ïðîâîäèòñß àíàëèç ñïðàâåäëèâîñòè ñâîéñòâ
ñîãëàñîâàííîñòè ïî Äýâèñó-Ìàøëåðó è ïî Õàðòó-Ìàñ-Êîëåëëó äëß [0,1]-𝑁 -
ßäðà ïðè ïîìîùè ðåàëèçîâàííîãî ïðîãðàììíîãî îáåñïå÷åíèß è íàéäåííûõ
ñ åãî ïîìîùüþ êîíòðïðèìåðîâ.
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Постановка задачи
Â íàñòîßùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñß êîîïåðàòèâíàß ÒÏ-èãðà 𝑛 ëèö è
èññëåäóåòñß ñïðàâåäëèâîñòü ñâîéñòâ ñîãëàñîâàííîñòè (RGP)2 ïî Äýâèñó-
Ìàøëåðó è ñîãëàñîâàííîñòè (CON)3 ïî Õàðòó-Ìàñ-Êîëåëëó äëß [0,1]-𝑁 -
ßäðà, à òàêæå SM-ßäðà. Íà îñíîâå ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ äîëæåí áûòü
ñäåëàí âûâîä î âîçìîæíîñòè àêñèîìàòèçàöèè èññëåäóåìûõ ðåøåíèé ïðè
ïîìîùè äàííûõ ñâîéñòâ.
Èçâåñòíî, ÷òî [0,1]-𝑁 -ßäðî ñîñòîèò èç ìíîæåñòâà òî÷åê, íàçûâàåìûõ
𝛼-𝑁 -ßäðàìè, 𝛼 ∈ [0, 1]. Èç îïðåäåëåíèé ñâîéñòâ ñîãëàñîâàííîñòè (ïðèâå-
äåíû â îñíîâíîé ÷àñòè ðàáîòû) ñëåäóåò, ÷òî ïðîâåðêà âûïîëíåíèß RGP
èìååò ñìûñë êàê äëß îäíîòî÷å÷íûõ, òàê è äëß ìíîãîòî÷å÷íûõ ðåøåíèé, â
òî âðåìß êàê ïðîâåðêà âûïîëíåíèß CON  ëèøü äëß îäíîòî÷åíûõ. Òàêèì
îáðàçîì, äëß 𝛼-𝑁 -ßäðà, 𝛼 ∈ [0, 1], è 𝑆𝑀 -ßäðà èìååò ñìûñë ïðîâåðêà âû-
ïîëíåíèß ñâîéñòâà ñîãëàñîâàííîñòè êàê ïî Õàðòó-Ìàñ-Êîëåëëó, òàê è ïî
Äýâèñó-Ìàøëåðó, òîãäà êàê äëß [0,1]-𝑁 -ßäðà èìååò ñìûñë ëèøü ïðîâåðêà
âûïîëíåíèß ñâîéñòâà ñîãëàñîâàííîñòè ïî Äýâèñó-Ìàøëåðó.
Òàê êàê çàäà÷à ïðîâåðêè âûïîëíåíèß RGP äëß ìíîãîòî÷å÷íîãî ðåøå-
íèß íå ßâëßåòñß òðèâèàëüíîé, äëß íà÷àëà íåîáõîäèìî ïðîâåðèòü âûïîëíå-
íèå ýòîãî ñâîéñòâà äëß 𝛼-𝑁 -ßäðà ïðè ïàðàìåòðå 𝛼, âàðüèðóåìîì â èíòåðâà-
ëå îò 0 äî 1 (òî åñòü äëß êàæäîé òî÷êè, ïðèíàäëåæàùåé [0,1]-𝑁 -ßäðó). Åñ-
ëè äàííàß ïîâåðêà äàñò îòðèöàòåëüíûé ðåçóëüòàò, íåîáõîäèìî ïîïûòàòüñß
íàéòè ñïîñîá âûïîëíèòü ïðîâåðêó ñâîéñòâà äëß ìíîãîòî÷å÷íîãî ðåøåíèß
â öåëîì.
Äëß äîñòèæåíèß ïîñòàâëåííîé öåëè íåîáõîäèìî ðåøèòü ñëåäóþùèå çà-
äà÷è:
 ðåàëèçîâàòü ïðîãðàììíîå îáåñïå÷åíèå, ïîçâîëßþùåå âû÷èñëßòü 𝛼-𝑁 -
ßäðî äëß ëþáîãî 𝛼, 𝛼 ∈ [0, 1];
 ðåàëèçîâàòü ïðîãðàììíîå îáåñïå÷åíèå, ñòðîßùåå ðåäóöèðîâàííûå èã-
ðû ïî Äýâèñó-Ìàøëåðó è Õàðòó-Ìàñ-Êîëåëëó äëß 𝛼-𝑁 -ßäðà äëß äëß
ëþáîãî 𝛼, 𝛼 ∈ [0, 1];
2В англоязычной литературе Reduced Game Property
3В англоязычной литературе Consistency
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 ïðîâåðèòü âûïîëíåíèå ñâîéñòâ ñîãëàñîâàííîñòè ïî Äýâèñó-Ìàøëåðó è
Õàðòó-Ìàñ-Êîëåëëó äëß 𝛼-𝑁 -ßäðà äëß äëß ëþáîãî 𝛼, 𝛼 ∈ [0, 1], è 𝑆𝑀 -
ßäðà;
 ïîïûòàòüñß ïðîèçâåñòè ïðîâåðêó ñâîéñòâà ñîãëàñîâàííîñòè ïî Äýâèñó-
Ìàøëåðó äëß [0,1]-𝑁 -ßäðà;
 Ñäåëàòü âûâîä î âîçìîæíîñòè àêñèîìàòèçàöèè [0,1]-𝑁 -ßäðà è 𝑆𝑀 -ßäðà
ñ ïîìîùüþ äàííûõ ñâîéñòâ.
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Обзор литературы
Â êîîïåðàòèâíîé òåîðè èãð íàèáîëåå èçâåñòíûìè ðåøåíèßìè ßâëßþòñß
𝐶-ßäðî [1], ïðåä-𝐾-ßäðî [2], 𝑁 -ßäðî, ïðåä-𝑁 -ßäðî [3], âåêòîð Øåïëè [4].
Ïîíßòèå ðåäóöèðîâàííûõ èãð íà êëàññå êîîïåðàòèâíûõ èãð ñ òðàíñôå-
ðàáåëüíûìè ïîëåçíîñòßìè (ÒÏ-èãð) áûëî âïåðâûå ââåäåíî è èññëåäîâàíî
Äýâèñîì è Ìàøëåðîì [11].
Ïåðâîå ñèñòåìàòè÷åñêîå èññëåäîâàíèå ñâîéñòâà ñîãëàñîâàííîñòè, êàê
îíî áûëî ââåäåíî Äýâèñîì è Ìàøëåðîì, áûëî ïðåäñòàâëåíî Àóìàííîì è
Äðåçîì [12]. Èìè áûëî äîêàçàíî, ÷òî Ñ-ßäðî îáëàäàåò äàííûì ñâîéñòâîì.
Ïîçæå Ñîáîëåâ [8] ïðåäñòàâèë àêñèîìàòèçàöèþ ïðåä-𝑁 -ßäðà ïðè ïîìîùè
äàííîãî ñâîéñòâà. Ïåëåãîì [9] áûëî äàíî îáùåå îïðåäåëåíèå ñâîéñòâà ñîãëà-
ñîâàííîñòè ïî Äýâèñó-Ìàøëåðó äëß ìíîãîòî÷å÷íûõ ðåøåíèé è äîêàçàíà
åãî ñïðàâåäëèâîñòü äëß ïðåä-𝐾-ßäðà è Ñ-ßäðà.
Äîëãîå âðåìß ïîíßòèå ñâîéñòâà ñîãëàñîâàííîñòè ñóùåñòâîâàëî ëèøü â
îïðåäåëåíèè ïî Äýâèñó-Ìàøëåðó. Äàííîå ñâîéñòâî öåíèëîñü íà ïðàêòèêå,
òàê êàê ãàðàíòèðîâàëî èãðîêàì íåêîòîðóþ "ñòàáèëüíîñòü"ðåøåíèß, îáåñïå-
÷èâàß åãî ñîãëàñîâàííîñòü ñ èõ îæèäàíèßìè âûèãðûøà. Íàïðèìåð, Àóìàíí
è Ìàøëåð â ðàáîòå [13] èññëåäîâàëè ðàçëè÷íûå ïðèëîæåíèß ñâîéñòâà ñî-
ãëàñîâàííîñòè 𝑁 -ßäðà â èãðàõ áàíêðîòñòâà.
Îäíàêî îäíî èç ñàìûõ èçâåñòíûõ è âîñòðåáîâàííûõ ðåøåíèé êîîïåðà-
òèâíûõ èãð  âåêòîð Øåïëè  íå óäîâëåòâîðßëî ñâîéñòâó ñîãëàñîâàííîñòè
ïî Äýâèñó Ìàøëåðó. Òîãäà Õàðòîì è Ìàñ-Êîëåëëîì [10] áûëî ââåäåíî íî-
âîå ïîíßòèå ðåäóöèðîâàííîé èãðû è ñâîéñòâà ñîãëàñîâàííîñòè äëß ýòîé
èãðû, à òàêæå áûëî ïðåäëîæåíà íîâàß àêñèîìàòèçàöèß âåêòîðà Øåïëè
ïðè ïîìîùè äàííîãî ñâîéñòâà. Ýòî ñâîéñòâî ïðèíßòî íàçûâàòü ñâîéñòâîì
ñîãëàñîâàííîñòè ïî Õàðòó-Ìàñ-Êîëåëëó.
Ñðàâíèòåëüíî íåäàâíî Í.Â.Ñìèðíîâîé è Ñ.È.Òàðàøíèíîé [7] è Ñ.È.Òà-
ðàøíèíîé [6] áûëè ïðåäëîæåíû íîâûå êîíöåïöèè ðåøåíèé êîîïåðàòèâíûõ
ÒÏ-èãð  [0,1]-𝑁 -ßäðî è 𝑆𝑀 -ßäðî. Èäåß ðåøåíèé, ßâíûì îáðàçîì ó÷èòû-
âàþùèõ êîíñòðóêòèâíóþ è áëîêèðóþùóþ ñèëó êîàëèöèè 𝑆 ⊆ 𝑁 , áûëà îñ-
íîâàíà íà ðåøåíèè, ïðåäñòàâëåííîì Çþäõîëòåðîì [14]  ìîäèôèöèðîâàí-
íîì 𝑁 -ßäðå. Îäíàêî ðåøåíèß Í.Â.Ñìèðíîâîé è Ñ.È.Òàðàøíèíîé èìåþò
ïåðåä íèì òî ïðåèìóùåñòâî, ÷òî, áóäó÷è òåñíî ñâßçàííûìè ñ îïðåäåëå-
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íèåì ïðåä-𝑁 -ßäðà, îáëàäàþò ìåíüøåé âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòüþ, ÷åì
ìîäèôèöèðîâàííîì 𝑁 -ßäðî, à òàêæå ïîçâîëßþò ó÷èòûâàòü ïðîèçâîëüíûå
ñîîòíîøåíèß êîíñòðóêòèâíîé è áëîêèðóþùåé ñèë êîàëèöèè.
Õîòß äëß [0,1]-𝑁 -ßäðà è 𝑆𝑀 -ßäðà áûëà äîêàçàíà ñïðàâåäëèâîñòü ìíî-
ãèõ ñâîéñòâ [6][7][15], äàííûå ðåøåíèß äî ñèõ ïîð íå áûëè àêñèîìàòèçè-
ðîâàíû. Íà îñíîâàíèè ñâßçè îïðåäåëåíèé [0,1]-𝑁 -ßäðà è 𝑆𝑀 -ßäðà è ïðåä-
𝑁 -ßäðà áûëî áû ëîãè÷íî ïðîâåðèòü ñïðàâåäëèâîñòü ñâîéñòâ, èñïîëüçóþ-
ùèõñß â àêñèîìàòèçàöèè ïðåä-𝑁 -ßäðà Ñîáîëåâûì, äëß ðåøåíèé, ïðåäëî-
æåííûõ Í.Â.Ñìèðíîâîé è Ñ.È.Òàðàøíèíîé. Îñîáûé èíòåðåñ ââèäó ñâîåé
ïðàêòè÷åñêîé öåííîñòè ïðåäñòàâëßåò ñâîéñòâî ñîãëàñîâàííîñòè ïî Äýâèñó-
Ìàøëåðó.
Òàêèì îáðàçîì, â äàííîé ðàáîòå ïðîäîëæàåòñß èññëåäîâàíèå ñâîéñòâà
ñîãëàñîâàííîñòè ïî Äýâèñó-Ìàøëåðó, îäíàêî â ýòîò ðàç â êîíòåêñòå åãî
ñïðàâåäëèâîñòè äëß [0,1]-𝑁 -ßäðà è 𝑆𝑀 -ßäðà ñ öåëüþ ïîñëåäóþùåé àêñèî-
ìàòèçàöèè äàííûõ ðåøåíèé. Òàêæå äëß ýòèõ ðåøåíèé ïðîâîäèòñß ïðîâåðêà
âûïîëíåíèß ñâîéñòâà ñîãëàñîâàííîñòè ïî Õàðòó-Ìàñ-Êîëåëëó.
Ïðè íàïèñàíèè ðàáîòû ãëàâíûì îáðàçîì èñïîëüçîâàëàñü êíèãà Ïåëåãà è
Çþäõîëòåðà [5], àâòîðàìè êîòîðîé áûëè ñèñòåìàòè÷åñêè ïðåäñòàâëåíû âñå
îñíîâíûå ðåøåíèß, íàõîäßùèå ïðèìåíåíèå â òåîðèè êîîïåðàòèâíûõ èãð, à
òàêæå èõ àêñèîìàòèçàöèè ñîãëàñíî óïîìßíóòûì âûøå ðàáîòàì.
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Глава 1. Кооперативная теория игр
1.1 Основные понятия и определения
1.1.1 Определение кооперативной игры
Ïóñòü 𝑁 - êîíå÷íîå ìíîæåñòâî игроков. Коалицией áóäåì íàçûâàòü
íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà 𝑁 .
Определение 1.1.1. Кооперативной игрой с трансферабельными
полезностями (ТП-игрой) будем называть пару (𝑁, 𝑣), где 𝑁 - это
множество игроков и 𝑣 - это функция, которая любому подмножеству
𝑆 ⊆ 𝑁 ставит в соответствие вещественное число 𝑣(𝑆), при этом мы
полагаем, что 𝑣(∅) = 0.
Ïóñòü 𝐺 = (𝑁, 𝑣)  êîîïåðàòèâíàß èãðà. Òîãäà 𝑣 íàçûâàåòñß характе-
ристической функцией èãðû 𝐺.
Â êîîïåðàòèâíîé èãðå ñ òðàíñôåðàáåëüíûìè ïîëåçíîñòßìè äîïóñêàåòñß
êîîïåðàöèß èãðîêîâ è ïåðåðàñïðåäåëåíèå âûèãðûøåé. Òàêèì îáðàçîì, åñëè
êîàëèöèß 𝑆 áóäåò ñôîðìèðîâàíà, îíà ìîæåò ðàñïðåäåëèòü âåëè÷èíó 𝑣(𝑆)
ìåæäó ÷ëåíàìè êîàëèöèè ëþáûì âîçìîæíûì ñïîñîáîì.
Ïðåäïîëàãàåòñß, ÷òî ôîðìèðîâàíèå ìàêñèìàëüíîé êîàëèöèè 𝑁 ïîçâî-
ëèò äîáèòüñß íå òîëüêî ìàêñèìàëüíîãî ñóììàðíîãî âûèãðûøà, íî è íàè-
ëó÷øåãî ðåçóëüòàòà äëß êàæäîãî èãðîêà. Ïðè ýòîì, â òåîðèè êîîïåðàòèâ-
íûõ èãð ðåøàåòñß âîïðîñ íå î òîì, êàê ïîëó÷èòü ìàêñèìàëüíûé ñóììàð-
íûé âûèãðûø, à î òîì, êàêèì îáðàçîì ðàñïðåäåëèòü ïîëó÷åííûé âûèãðûø
ìåæäó èãðîêàìè.
Ñòîèò òàêæå îòìåòèòü, ÷òî èãðà (𝑁, 𝑣) îäíîçíà÷íî îïðåäåëßåòñß ñâîåé
õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèåé 𝑣.
Ïðèâåäåì çäåñü íåêîòîðûå îïðåäåëåíèß, õàðàêòåðèçóþùèå ðàçëè÷íûå
êëàññû èãð, êîòîðûå áóäóò â äàëüíåéøåì óïîìèíàòüñß â äàííîé ðàáîòå.
Определение 1.1.2. Игра 𝐺 = (𝑁, 𝑣) называется игрой с постоянной
суммой, если 𝑣(𝑆) + 𝑣(𝑁∖𝑆) = 𝑣(𝑁) ∀𝑆 ⊆ 𝑁 .
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Определение 1.1.3. Игра 𝐺 = (𝑁, 𝑣) называется 0-редуцированная,
если 𝑣({𝑖}) = 0 для любого 𝑖 ∈ 𝑁 .
Определение 1.1.4. Игра 𝐺 = (𝑁, 𝑣) называется 0-монотонной, если
для всех 𝑆, 𝑇 ⊂ 𝑁 , когда 𝑆 ⊂ 𝑇 , выполняется 𝑣(𝑆) −∑︀
𝑖∈𝑆
𝑣({𝑖}) 6 𝑣(𝑇 ) −∑︀
𝑖∈𝑇
𝑣({𝑖}).
Ïðèâåäåííûå âûøå îïðåäåëåíèß äàíû â ñîîòâåòñòâèè ñ ìîíîãðàôèåé
ôîí Íåéìàííà è Ìîðãåíøòåðíà [16].
1.1.2 Основные свойства решений
Ïóñòü 𝑁  êîíå÷íîå ìíîæåñòâî âñåõ èãðîêîâ. Îáîçíà÷èì çà 𝐺𝑁 ìíîæå-
ñòâî âñåõ èãð (𝑁, 𝑣) ñ ôèêñèðîâàííûì êîëè÷åñòâîì èãðîêîâ 𝑁 . Ïðåäïîëà-
ãàß, ÷òî âñå èãðîêè ñôîðìèðîâàëè ìàêñèìàëüíóþ êîàëèöèþ𝑁 , ðàññìîòðèì
çàäà÷ó ðàñïðåäåëåíèß ìàêñèìàëüíîãî ñóììàðíîãî âûèãðûøà 𝑣(𝑁) ìåæäó
èãðîêàìè. Îáîçíà÷èì çà 𝑋*(𝑁, 𝑣) ìíîæåñòâî допустимых векторов выиг-
рышей èãðû (𝑁, 𝑣), òàêîå ÷òî
𝑋*(𝑁, 𝑣) = {𝑥 ∈ R | 𝑥(𝑁) ≤ 𝑣(𝑁)}, ãäå 𝑥(𝑆) =
∑︁
𝑥∈𝑆
𝑥𝑖, 𝑆 ⊆ 𝑁.
Определение 1.1.5. Решением на множестве игр 𝐺𝑁 называется функ-
ция 𝜎, которая каждой игре (𝑁, 𝑣) ∈ 𝐺𝑁 ставит в соответствие под-
множество 𝜎(𝑁, 𝑣) из 𝑋*(𝑁, 𝑣).
Ñàìûìè èçâåñòíûìè ðåøåíèßìè â òåîðèè êîîïåðàòèâíûõ èãð ßâëßþò-
ñß C-ßäðî, N-ßäðî è âåêòîð Øåïëè. Êàæäîå èç ðåøåíèé îïðåäåëåíî ïî-
ðàçíîìó, èñõîäß èç ðàçëè÷íûõ ïðåäñòàâëåíèé î ðàöèîíàëüíîì ðàñïðåäåëå-
íèè âûèãðûøà. Òàêèì îáðàçîì, òàê êàê ïðè ïðèìåíåíèè ðàçëè÷íûõ ðåøå-
íèé ðàñïðåäåëåíèß ìîãóò îòëè÷àòñß, âñòàåò âîïðîñ î òîì, êàêîå ðåøåíèå
èñïîëüçîâàòü â òîì èëè èíîì ñëó÷àå. Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà îñíîâíûå ñâîé-
ñòâà ðåøåíèé.
Äëß íà÷àëà ââåäåì ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå:
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Определение 1.1.6. Множеством эффективно-рациональных
(Парето-оптимальных) векторов выигрышей называется множе-
ство 𝑋0(𝑁, 𝑣):
𝑋0(𝑁, 𝑣) = {𝑥 ∈ R𝑁 | 𝑥(𝑁) = 𝑣(𝑁)}.
Ïóñòü 𝜎 - ðåøåíèå íà ìíîæåñòâå èãð 𝐺𝑁 . Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî îíî óäî-
âëåòâîðßåò ñâîéñòâàì:
1. Ковариантности относительно стратегически эквивалентных
преобразований (COV), åñëè èç (𝑁, 𝑣), (𝑁,𝑤) ∈ 𝐺𝑁 , 𝛼 > 0, 𝛽 ∈
R𝑁 , è 𝑤(𝑆) = 𝛼𝑣(𝑆) + 𝛽(𝑆) äëß ëþáîé êîàëèöèè 𝑆 ⊆ 𝑁 ñëåäóåò, ÷òî
𝜎(𝑁,𝑤) = 𝛼𝜎(𝑁, 𝑣) + 𝛽.
2. Анонимности (AN), åñëè èç (𝑁, 𝑣) ∈ 𝐺𝑁 , ïåðåñòàíîâêà 𝜋 : 𝑁 → 𝑁
è (𝜋(𝑁), 𝜋𝑣) ∈ 𝐺𝑁 ñëåäóåò, ÷òî 𝜎(𝜋(𝑁), 𝜋𝑣) = 𝜋(𝜎(𝑁, 𝑣)).
3. Групповой рациональности (оптимальности по Парето) (PO)4,
åñëè 𝜎(𝑁, 𝑣) ⊆ 𝑋0(𝑁, 𝑣) äëß ∀ èãðû (𝑁, 𝑣) ∈ 𝐺𝑁 .
4. Индивидуальной рациональности (IR), åñëè èç (𝑁, 𝑣) ∈ 𝐺𝑁 è
𝑥 ∈ 𝜎(𝑁, 𝑣) ñëåäóåò, ÷òî 𝑥𝑖 ≥ 𝑣({𝑖}).
5. Супераддитивности (SUPA), åñëè 𝜎(𝑁, 𝑣1) + 𝜎(𝑁, 𝑣2) ⊆ 𝜎(𝑁, 𝑣1 +
𝑣2), êîãäà (𝑁, 𝑣1), (𝑁, 𝑣2), (𝑁, 𝑣1 + 𝑣2) ∈ 𝐺𝑁 .
6. Обоснованности (RE), åñëè èç





(𝑣(𝑆 ∪ {𝑖})− 𝑣(𝑆)) äëß ∀𝑖 ∈ 𝑁
𝑥𝑖 ≥ min
𝑆⊆𝑁∖{𝑖}
(𝑣(𝑆 ∪ {𝑖})− 𝑣(𝑆)) äëß ∀𝑖 ∈ 𝑁 .
7. Непустоты (NE), åñëè 𝜎(𝑁, 𝑣) ̸= ∅ äëß ëþáîé èãðû (𝑁, 𝑣) ∈ 𝐺𝑁 .
4Эквивалентно: если 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋*(𝑁, 𝑣) и 𝑥𝑖 > 𝑦𝑖 для ∀𝑖 ∈ 𝑁 , то 𝑦 /∈ 𝜎(𝑁, 𝑣)
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8. Болвана (DUM), åñëè äëß ëþáîé èãðû (𝑁, 𝑣) ∈ 𝐺𝑁 , ∀𝑥 ∈ 𝜎(𝑁, 𝑣),
ëþáîãî èãðîêà, ßâëßþùåãîñß áîëâàíîì, ò.å. èãðîêà 𝑖 ∈ 𝑁 , òàêîãî ÷òî
𝑣(𝑆 ∪ {𝑖}) = 𝑣(𝑆) + 𝑣({𝑖}) äëß ∀𝑆 ⊆ 𝑁∖{𝑖}), âûïîëíßåòñß 𝑥𝑖 = 𝑣({𝑖}).
9. Симметрии (SYM), åñëè èç óñëîâèß 𝑣(𝑆 ∪ {𝑖}) = 𝑣(𝑆 ∪ {𝑗}), 𝑖, 𝑗 ∈
𝑁,𝑆 ⊆ 𝑁 ∖ {𝑖, 𝑗}, ñëåäóåò, ÷òî 𝑥𝑖 = 𝑥𝑗 äëß âñåõ 𝑥 ∈ 𝜎(𝑁, 𝑣).
10. Единственности (SIVA), åñëè | 𝜎(𝑁, 𝑣) |= 1 äëß ∀(𝑁, 𝑣) ∈ 𝐺𝑁 .
Ñ òðàêòîâêîé âûøåïðèâåäåííûõ ñâîéñòâ ìîæíî îçíàêîìèòüñß â ðàáîòå
Ïåëåãà è Çþäõîëòåðà [5].
Äàííûå ñâîéñòâà øèðîêî èñïîëüçóþòñß äëß àêñèîìàòèçàöèè ðåøåíèé â
êîîïåðàòèâíîé òåîðèè èãð, áîëåå òîãî, àêñèîìàòèçàöèß ïîñðåäñòâîì íàáîðà
ñâîéñòâ ïîçâîëßåò åäèíñòâåííûì îáðàçîì îïðåäåëèòü íåêîòîðûå ðåøåíèß
(íàïðèìåð, COV, SIVA, AN è RGP (î äàííîì ñâîéñòâå íèæå) îäíîçíà÷íî
îïðåäåëßþò ïðåä-𝑁 -ßäðî [8], à COV, PO, ETP5 è CON (î äàííîì ñâîéñòâå
òàêæå íèæå)  âåêòîð Øåïëè [8]). Îñòàíîâèìñß ïîäðîáíåå íà ñëåäóþùèõ
ñâîéñòâàõ, ßâëßþùèõñß êëþ÷åâûìè äëß èññëåäîâàíèß, ïðîâåäåííîãî â äàí-
íîé ðàáîòå.
11. Согласованность по Дэвису-Машлеру (RGP). Åñëè èç (𝑁, 𝑣) ∈
𝐺𝑁 , 𝑆 ⊆ 𝑁,𝑆 ̸= ∅ è 𝑥 ∈ 𝜎(𝑁, 𝑣) ñëåäóåò, ÷òî (𝑆, 𝑣𝑥𝑆) ∈ 𝐺𝑁 è 𝑥𝑆 ∈
𝜎(𝑆, 𝑣𝑥𝑆),
ãäå (𝑆, 𝑣𝑥𝑆) - редуцированная игра ïî îòíîøåíèþ ê 𝑆 è 𝑥 èãðû (𝑁, 𝑣),
𝑆 ⊆ 𝑁,𝑆 ̸= ∅ è 𝑥 ∈ 𝑋*(𝑁, 𝑣):
𝑣𝑥𝑆(𝑇 ) =
⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
0, åñëè 𝑇 = ∅
𝑣(𝑁)− 𝑥(𝑁∖𝑆), åñëè 𝑇 = 𝑆
max
𝑄⊆𝑁∖𝑆
(𝑣(𝑇 ∪𝑄)− 𝑥(𝑄)) , èíà÷å.
Îïðåäåëåíèå ðåäóöèðîâàííîé èãðû áûëî ââåäåíî Ì. Äýâèñîì è
Ì. Ìàøëåðîì â ðàáîòå [11], à îïðåäåëåíèå ñâîéñòâà ñîãëàñîâàííîñòè
áûëî äàíî Ñîáîëåâûì [8] äëß îäíîòî÷å÷íûõ ðåøåíèé è Ïåëåãîì [9]
äëß ìíîãîòî÷å÷íûõ.
5Равного обращения (Equal treatment property): если (𝑁, 𝑣) ∈ 𝐺𝑁 , 𝑥 ∈ 𝜎(𝑁, 𝑣) и для
𝑘, 𝑙 ∈ 𝑁 выполняется 𝑘 ∼𝑣 𝑙 ⇒ 𝑥𝑘 = 𝑥𝑙
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Ïóñòü 𝑇  êîàëèöèß è 𝑥 ∈ R𝑇 . Åñëè 𝑆 ⊆ 𝑇 , îáîçíà÷èì çà 𝑥𝑆 сужение
𝑥 íà êîàëèöèþ 𝑆.
Èãðà â ðåäóöèðîâàííîé ôîðìå ïî Äýâèñó è Ìàøëåðó (𝑆, 𝑣𝑥𝑆) îïðåäå-
ëßåò ñëåäóþùóþ ñèòóàöèþ: ïðåäïîëîæèì, ÷òî âñå ÷ëåíû 𝑁 ñîãëàñèëèñü ñ
òåì, ÷òî ÷ëåíû 𝑁 ∖ 𝑆 ïîëó÷àò 𝑥𝑁∖𝑆. Òîãäà âñå ÷ëåíû êîàëèöèè 𝑆 ìîãóò
ïîëó÷èòü 𝑣(𝑁) − 𝑣(𝑁 ∖ 𝑆). Äàëåå ïðåäïîëîæèì, ÷òî ÷ëåíû 𝑁 ∖ 𝑆 ïðî-
äîëæàþò ñîòðóäíè÷àòü ñ ÷ëåíàìè êîàëèöèè 𝑆 â ñîîòâåòñòâèè ñ âûøåèç-
ëîæåííûì ñîãëàøåíèåì. Òîãäà äëß ëþáîé êîàëèöèè 𝑇 $ 𝑆 ̸= ∅ âåëè÷èíà
𝑣𝑥𝑆(𝑇 ) ßâëßåòñß ìàêñèìàëüíûì âûèãðûøåì, êîòîðûé êîàëèöèß 𝑇 îæèäàåò
ïîëó÷èòü. Íóæíî îòìåòèòü, ÷òî îæèäàíèß ðàçëè÷íûõ íåïåðåñåêàþùèõñß
ïîäêîàëèöèé ìîãóò áûòü íåñîâìåñòèìûìè äðóã ñ äðóãîì, òàê êàê îíè ìî-
ãóò òðåáîâàòü êîîïåðàöèè îäíîãî è òîãî æå ïîäìíîæåñòâà ìíîæåñòâà 𝑁 ∖𝑆
[9]. Òàêèì îáðàçîì, èãðà (𝑆, 𝑣𝑥𝑆) íå ßâëßåòñß èãðîé â îáû÷íîì ñìûñëå, îíà
ñëóæèò ëèøü äëß òîãî, ÷òîáû îïðåäåëèòü ðàñïðåäåëåíèå 𝑣𝑥𝑆(𝑆) ìåæäó
÷ëåíàìè êîàëèöèè 𝑆.
Èíòåðïðåòàöèß æå ñâîéñòâà ñîãëàñîâàííîñòè ïî Äýâèñó-Ìàøëåðó ñî-
ñòîèò â ñëåäóþùåì: åñëè (𝑁, 𝑣) ßâëßåòñß èãðîé è 𝑥 ∈ 𝜎(𝑁, 𝑣), òî åñòü 𝑥
ßâëßåòñß ðåøåíèåì èãðû (𝑁, 𝑣), òîãäà äëß êàæäîé êîàëèöèè 𝑆 ⊆ 𝑁,𝑆 ̸= ∅
ñóæåíèå 𝑥𝑆 ðåøåíèß 𝑥 íà êîàëèöèþ 𝑆 ßâëßåòñß ðåøåíèåì èãðû â ðåäóöè-
ðîâàííîé ôîðìå (𝑆, 𝑣𝑥𝑆). Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî ðåøåíèå
ñîãëàñóåòñß ñ îæèäàíèßìè ÷ëåíîâ êîàëèöèè 𝑆, êàê ýòî îòðàæàåòñß â èãðå
(𝑆, 𝑣𝑥𝑆) [9].
12. Согласованность по Харту-Мас-Колеллу (CON), åñëè èç òîãî,
÷òî (𝑁, 𝑣) ∈ 𝐺𝑁 , ∅ ≠ 𝑆 ⊆ 𝑁 è 𝜎 - îäíîòî÷å÷íîå, ñëåäóåò, ÷òî
𝜎𝑖(𝑆, 𝑣𝜎𝑆) ∈ 𝐺𝑁 è 𝜎𝑖(𝑆, 𝑣𝜎𝑆) = 𝜎𝑖(𝑁, 𝑣) äëß ∀ 𝑖 ∈ 𝑆,
ãäå (𝑆, 𝑣𝜎𝑆)  𝜎 -редуцированная игра ïî îòíîøåíèþ ê 𝑆 è 𝑥 èãðû
(𝑁, 𝑣), 𝑆 ⊆ 𝑁,𝑆 ̸= ∅ è ∅ ≠ 𝑇 ⊆ 𝑆:
𝑣𝜎𝑆(𝑇 ) = 𝑣(𝑇 ∪ (𝑁∖𝑆))−
∑︁
𝑖∈𝑁∖𝑆
𝜎𝑖(𝑇 ∪ (𝑁∖𝑆), 𝑣)
è 𝑣𝜎𝑆(∅) = 0.
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Äàííîå îïðåäåëåíèå 𝜎-ðåäóöèðîâàííîé èãðû è ñîîòâåòñòâóþùåå ñâîé-
ñòâî ñîãëàñîâàííîñòè áûëî ââåäåíî C. Õàðòîì è A. Ìàñ-Êîëåëëåì [10]
äëß îäíîòî÷å÷íûõ ðåøåíèé.
Èãðà â ðåäóöèðîâàííîé ôîðìå ïî Õàðòó-Ìàñ-Êîëåëëó (𝑆, 𝑣𝜎𝑆) îïèñûâà-
åò ñèòóàöèþ, ñõîæóþ ñ òîé, ÷òî îïèñûâàåò èãðà â ðåäóöèðîâàííîé ôîðìå
ïî Äýâèñó-Ìàøëåðó, îäíàêî â äàííîì ñëó÷àå èãðà çàâèñèò îò ñàìîãî îäíî-
òî÷å÷íîãî ðåøåíèß 𝜎. Åñëè 𝑇 ⊆ 𝑆, òî âåëè÷èíà 𝑣𝜎𝑆(𝑇 ) îïðåäåëßåòñß ñëå-
äóþùèì îáðàçîì: äëß ÷ëåíîâ 𝑇 ∪ (𝑁 ∖ 𝑆) = 𝑄 ðàññìàòðèâàåòñß ïîäûãðà6
(𝑄, 𝑣), (𝑄, 𝑣) ∈ 𝐺𝑁 . Òîãäà âûèãðûø èãðîêîâ 𝑁 ∖ 𝑆 îïðåäåëßåòñß â ñîîò-
âåòñòâèè ñ 𝜎(𝑄, 𝑣). Îñòàòîê æå, òî åñòü âåëè÷èíà 𝑣(𝑄) − ∑︀
𝑖∈𝑁∖𝑆
𝜎𝑖(𝑄), 𝑣), è
ßâëßåòñß âûãîäîé êîàëèöèè 𝑇 â ðåäóöèðîâàííîé èãðå [5].
Èíòåðïðåòàöèß ñâîéñòâà ñîãëàñîâàííîñòè ïî Õàðòó-Ìàñ-Êîëåëëó àíà-
ëîãè÷íà èíòåðïðåòàöèè ñâîéñòâà ñîãëàñîâàííîñòè ïî Äýâèñó-Ìàøëåðó.
Ââåäåì åùå îäíî îïðåäåëåíèå, êîòîðîå ïîíàäîáèòñß íàì â äàëüíåéøåì.
Определение 1.1.7. Множеством дележей называется множество
𝑋(𝑁, 𝑣), удовлетворяющее свойству индивидуальной рациональности.
Ïðåäñòàâëåííûå âûøå îïðåäåëåíèß è ñâîéñòâà ßâëßþòñß îñíîâíûìè
äëß îïèñàíèß è àêñèîìàòèçàöèè ðåøåíèé â êîîïåðàòèâíîé òåîðèè èãð. Â
ñëåäóþùåì ðàçäåëå áóäåò îïðåäåëåí êëàññ ýêñöåññîïîäîáíûõ ðåøåíèé, ê
êîòîðîìó ïðèíàäëåæàò [0-1]-𝑁 -ßäðî è 𝑆𝑀 -ßäðî, èññëåäóåìûå â äàííîé
ðàáîòå, à òàêæå áóäåò ïîäðîáíåå ðàññìîòðåí íàáîð ñâîéñòâ, êîòîðûì îíè
óäîâëåòâîðßþò.
6Подыгрой игры (𝑁, 𝑣) называется игра (𝑇, 𝑣𝑇 ), где ∅ ≠ 𝑇 ⊆ 𝑁 и 𝑣𝑇 (𝑆) = 𝑣(𝑆) для
∀𝑆 ⊆ 𝑇 . Обозначается как (𝑇, 𝑣).
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1.2 Эксцессоподобные решения
1.2.1 N-ядро и пред-N-ядро
Ââåäåì ïîíßòèå ýêñöåññà, ßâëßþùååñß áàçîâûì äëß ýêñöåññîïîäîáíûõ
ðåøåíèé.
Определение 1.2.1. Пусть 𝑆 ⊆ 𝑁 и 𝑥 ∈ R𝑁 . Эксцессом коалиции 𝑆 ⊆
𝑁 по отношению к 𝑥 будем называть величину 𝑒(𝑆, 𝑥, 𝑣) = 𝑣(𝑆)− 𝑥(𝑆).
Ñìûñë ýêñöåññà 𝑒(𝑆, 𝑥, 𝑣) ìîæåò áûòü èíòåðïðåòèðîâàí êàê íåóäîâëå-
òâîðåííîñòü êîàëèöèè 𝑆 âûèãðûøåì 𝑥. Ñàìûìè èçâåñòíûìè ðåøåíèßìè,
áàçèðóþùèìèñß íà ïîíßòèè ýêñöåññà ßâëßþòñß ïðåä-𝐾-ßäðî [2], 𝑁 -ßäðî è
ïðåä-𝑁 -ßäðî [3]. Ïðåä-𝐾-ßäðî ßâëßåòñß õîðîøî èçó÷åííûìè ðåøåíèåì; â
òîì ÷èñëå äîêàçàíî, ÷òî äëß ïðåä-𝐾-ßäðà âûïîëíßåòñß ñâîéñòâî ñîãëàñî-
âàííîñòè ïî Äýâèñó è Ìàøëåðó, è îíî æå ó÷àñòâóåò â îäíîçíà÷íîé àêñèîìà-
òèçàöèè äàííîãî ðåøåíèß. Îäíàêî ïðåä-𝐾-ßäðî èìååò íåäîñòàòîê: äàííîå
ðåøåíèå èìååò íå ñîâñåì ßñíóþ è èíòóèòèâíî ïîíßòíóþ èíòåðïðåòàöèþ.
Áîëåå ïîäðîáíî îá ýòîì íàïèñàíî â [17].
Îáðàòèìñß æå òåïåðü ê áîëåå èíòóèòèâíî ïîíßòíîìó êîíöåïòó, êîòîðûé
ëåæèò â îñíîâå îïðåäåëåíèé𝑁 -ßäðà è ïðåä-𝑁 -ßäðà, à òàêæå è èññëåäóåìûõ
â äàííîé ðàáîòå ðåøåíèé  𝑆𝑀 -ßäðà è [0-1]-𝑁 -ßäðà.
Äëß íà÷àëà, ââåäåì îïðåäåëåíèß 𝑁 -ßäðà è ïðåä-𝑁 -ßäðà.
Определение 1.2.2. 𝑁-ядром относительно множества 𝑋 ⊆ 𝑋0 бу-
дем называть множество 𝒩 (𝑁, 𝑣,𝑋), такое что:
𝒩 (𝑁, 𝑣,𝑋) = {𝑥 ∈ 𝑋 | 𝜃(𝑒(𝑆, 𝑥, 𝑣)𝑆⊆𝑁) ⪯𝑙𝑒𝑥 𝜃(𝑒(𝑆, 𝑦, 𝑣)𝑆⊆𝑁)для ∀𝑦 ∈ 𝑋}
где 𝜃(𝑒(𝑆, 𝑥, 𝑣)𝑆⊆𝑁) - вектор эксцессов, расположенных в порядке невоз-
растания.
Åñëè 𝑋 = 𝑋(𝑁, 𝑣), òî 𝑁 -ßäðî íàçûâàåòñß 𝑁 -ядром игры (𝑁, 𝑣) è îáî-
çíà÷àåòñß 𝒩 (𝑁, 𝑣,𝑋) èëè 𝒩 (𝑋). Åñëè 𝑋 = 𝑋0(𝑁, 𝑣), òî 𝑁 -ßäðî íàçûâàåò-
ñß пред-𝑁-ядром игры (𝑁, 𝑣) è îáîçíà÷àåòñß 𝒫𝒩 (𝑁, 𝑣,𝑋) èëè 𝒫𝒩 (𝑋).
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Òàêèì îáðàçîì, åñëè ýêñöåññû îïðåäåëßþò íåóäîâëåòâîðåííîñòü êîàëè-
öèè 𝑆 ⊆ 𝑁 âûèãðûøåì 𝑥, òî âåêòîð 𝜃(𝑒(𝑆, 𝑥, 𝑣)𝑆⊆𝑁) óïîðßäî÷èâàåò "æàëî-
áû" ðàçëè÷íûõ êîàëèöèé ïî èõ âåëè÷èíå, íà÷èíàß ñ ñàìîé áîëüøîé. Òàê,
𝑁 -ßäðî ìèíèìèçèðóåò íåóäîâëåòâîðåííîñòü êîàëèöèé èõ âûèãðûøàìè.
Ïðèâåäåì òàêæå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû îòíîñèòåëüíî 𝑁 -ßäðà è ïðåä-𝑁 -
ßäðà, êîòîðûå ïîíàäîáßòñß íàì â äàëüíåéøåì.
Îòìåòèì, ÷òî ïîíßòèå 𝑁 -ßäðà áûëî ââåäåíî Øìàéäëåðîì [3]. Èì áûëè
ïðèâåäåíû è äîêàçàíû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèß.
(1) Пусть 𝑋 — непустое компактное множество. Тогда 𝒩 (𝑁, 𝑣,𝑋) ̸= ∅
для любой игры (𝑁, 𝑣).
(2) Если 𝑋 — непустое компактное выпуклое множество, то 𝑁 -ядро
состоит из единственного вектора.
(3) Если 𝑋 — непустое замкнутое выпуклое подмножество множества
𝑋*(𝑁, 𝑣), то 𝒩 (𝑁, 𝑣,𝑋) непусто и состоит из единственного вектора
выигрышей.
Èç (3) ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî ïðåä-𝑁 -ßäðî èãðû (𝑁, 𝑣) ñîñòîèò èç åä-
äèíñòâåííîé òî÷êè. Îáîçíà÷èì äàííóþ òî÷êó ÷åðåç 𝜈(𝑁, 𝑣).
Äîëãîå âðåìß áûëè èçâåñòíû ìíîãèå õîðîøèå ñâîéñòâà, êîòîðûì óäî-
âëåòâîðßëî ïðåä-𝑁 -ßäðî, îäíàêî îñòàâàëñß îòêðûòûì âîïðîñ î åãî îäíî-
çíà÷íîé àêñèîìàòèçàöèè ñ ïîìîùüþ äàííûõ ñâîéñòâ. Òàêàß àêñèîìàòèçà-
öèß áûëà â êîíöå êîíöîâ ïðåëîæåíà â 1975 ã. À. Ñîáîëåâûì [8]. Ïðèâåäåì
åå çäåñü.
Ïóñòü 𝒰  ìíîæåñòâî èãðîêîâ è 𝐺𝒰  ìíîæåñòâî âñåõ èãð, ÷üè ìíî-
æåñòâà èãðîêîâ ñîäåðæàòñß â 𝒰 .
Теорема 1. Пусть множество 𝒰 бесконечно. Тогда существует един-
ственное решение на классе игр 𝐺𝒰 , которое удовлетворяет SIVA, COV,
AN и RGP, и этим решением является пред-𝑁 -ядро.
Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî äàííàß àêñèîìàòèçàöèß áûëà ââåäåíà ñ ïîìîùüþ,
â òîì ÷èñëå, è ñâîéñòâà ñîãëàñîâàííîñòè ïî Äýâèñó è Ìàøëåðó. Ýòî ëèøíèé
ðàç ïîä÷åðêèâàåò âàæíîñòü èññëåäîâàíèß äàííîãî ñâîéñòâà äëß [0,1]-𝑁 -




Â ðàáîòå [7] Í.Â.Ñìèðíîâîé è Ñ.È.Òàðàøíèíîé áûëà ââåäåíà íîâàß
êîíöåïöèß ðåøåíèß â òåîðèè êîîïåðàòèâíûõ èãð, îñíîâûâàþùàßñß íà ïðèí-
öèïå ßâíîãî ó÷åòà êîíñòðóêòèâíîé è áëîêèðóþùåé ñèë êîàëèöèè 𝑆 ⊆ 𝑁 ,
 [0,1]-𝑁 -ßäðî. Êîíñòðóêòèâíàß ñèëà êîàëèöèè 𝑆  ýòî òà âåëè÷èíà 𝑣(𝑆),
êîòîðóþ, ñôîðìèðîâàâøèñü, êîàëèöèß 𝑆 ìîæåò ñåáå ãàðàíòèðîâàòü, â òî
âðåìß êàê áëîêèðóþùàß ñèëà 𝑣*(𝑆) = 𝑣(𝑁) − 𝑣(𝑁∖𝑆)  ýòî òà âåëè÷èíà,
ïîëó÷åíèþ êîòîðîé êîàëèöèåé 𝑆 íå ìîæåò ïðåïßòñòâîâàòü åå êîìïëåìåí-
òàðíàß êîàëèöèß 𝑁∖𝑆. Êàê ïèøóò Í.Â.Ñìèðíîâà è Ñ.È.Òàðàøíèíà â [7]:
¾Ìîòèâàöèåé ê ñîçäàíèþ [0,1]-𝑁 -ßäðà ßâëßåòñß âñåñòîðîííßß îöåí-
êà âîçìîæíîñòåé êîàëèöèè 𝑆 â èãðå (𝑁, 𝑣), êîòîðàß çàêëþ÷àåòñß
â ñëåäóþùåì: ñèëà êîàëèöèè 𝑆 ⊆ 𝑁 îöåíèâàåòñß äâîéñòâåííûì
îáðàçîì. Ñ îäíîé ñòîðîíû, êîàëèöèß 𝑆 <. . .> îáëàäàåò êîíñòðóê-
òèâíîé ñèëîé. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, êîàëèöèß 𝑆 ìîæåò áëîêèðîâàòü
îáðàçîâàíèå ìàêñèìàëüíîé êîàëèöèè 𝑁 â èãðå (𝑁, 𝑣). Â ýòîì ñëó-
÷àå áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî êîàëèöèß îáëàäàåò áëîêèðóþùåé ñèëîé
<. . . >. Äàííóþ âåëè÷èíó ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê öåííîñòü
êîàëèöèè 𝑆 äëß âñåãî ñîîáùåñòâà èãðîêîâ â èãðå (𝑁, 𝑣). Ìû ïðè-
äåðæèâàåìñß ìíåíèß, ÷òî ðåøåíèå êîîïåðàòèâíûõ ÒÏ-èãð äîëæíî
ó÷èòûâàòü îáå ñèëû êîàëèöèè 𝑆: êàê êîíñòðóêòèâíóþ, òàê è áëîêè-
ðóþùóþ. Èçâåñòíûå êîíöåïöèè ðåøåíèß òàêèå, êàê 𝐶- è 𝑁 -ßäðî,
íå ó÷èòûâàþò áëîêèðóþùóþ ñèëó êîàëèöèè 𝑆 â èãðå.¿
Â 1997 ã. Çþäõîëòåðîì óæå áûëà ïðåäñòàâëåíà êîíöåïöèß ðåøåíèß, ó÷è-
òûâàþùåãî êàê êîíñòðóêòèâíóþ, òàê è áëîêèðóþùóþ ñèëû êîàëèöèé, 
ìîäèôèöèðîâàííîå N-ßäðî7 [14]. Àâòîð ïðåäëàãàåò âìåñòî ìèíèìèçàöèè
íàèáîëüøåãî ýêñöåññà, çàòåì ìèíèìèçàöèè êîëè÷åñòâà êîàëèöèé, íà êîòî-
ðûõ äîñòèãàåòñß íàèáîëüøèé ýêñöåññ, è ò.ä. (êîíöåïöèß, ëåæàùàß â îñíîâå
ïðåä-𝑁 - è 𝑁 -ßäðà), ìèíèìèçèðîâàòü íàèáîëüøóþ ðàçíèöó ìåæäó ýêñöåñ-
ñàìè ïðîèçâîëüíûõ ïàð êîàëèöèé, à çàòåì ìèíèìèçèðîâàòü êîëè÷åñòâî ïàð
êîàëèöèé, íà êîòîðûõ äîñòèãàåòñß ýòà íàèáîëüøàß ðàçíèöà, è ò.ä. Èëè æå,
7В англоязычной литературе Modified nucleolus или Modiclus
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â ýêâèâàëåíòíîé ôîðìóëèðîâêå, ìèíèìèçèðîâàòü ñóììó ýêñöåññîâ èñõîä-
íîé è äâîéñòâåííîé èãð ïðîèçâîëüíûõ ïàð êîàëèöèé, è ò.ä. Êàê è ïðåä-
𝑁 -ßäðî, ìîäèôèöèðîâàííîå 𝑁 -ßäðî ßâëßåòñß îäíîòî÷å÷íûì ðåøåíèåì è
óäîâëåòâîðßåò ñâîéñòâàì NE, AN, COV, PO, SIVA è DUM [14]. Îäíàêî ó
äàííîãî ðåøåíèß åñòü íåñêîëüêî íåäîñòàòêîâ: âî-ïåðâûõ, îíî îáëàäàåò áî-
ëåå âûñîêîé âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòüþ, ÷åì ïðåä-𝑁 -ßäðî, è, âî-âòîðûõ,
íåèçâåñòíî, â êàêîì ñîîòíîøåíèè ðåøåíèå ó÷èòûâàåò êîíñòðóêòèâíûå è
áëîêèðóþùèå ñèëû ïðîèçâîëüíûõ ïàð êîàëèöèé.
Â ðåøåíèè [7] ó÷òåíû îáà ýòèõ íåäîñòàòêà. [0,1]-𝑁 -ßäðî ó÷èòûâàåò êîí-
ñòðóêòèâíóþ è áëîêèðóþùóþ ñèëû êîàëèöèè 𝑆 â ïðîèçâîëüíîì ñîîòíî-
øåíèè ñ ïîìîùüþ ñïåöèàëüíî ââåäåííîãî ïàðàìåòðà 𝛼, à âû÷èñëèòåëüíàß
ñëîæíîñòü íå ïðåâûøàåò òàêîâóþ ïðåä-𝑁 -ßäðà.
Ââåäåì ôîðìàëüíîå îïðåäåëåíèå [0,1]-𝑁 -ßäðà.
Ïóñòü èãðà (𝑁, 𝑣) ∈ 𝐺𝑁 . Òîãäà двойственная ê íåé èãðà (𝑁, 𝑣*) çàäà-
åòñß ñëåäóþùèì îáðàçîì:
𝑣*(𝑆) = 𝑣(𝑁)− 𝑣(𝑁∖𝑆), 𝑆 ⊆ 𝑁.
Äëß ôèêñèðîâàííîãî 𝛼 ∈ [0, 1] â èãðå (𝑁, 𝑣) 𝛼-эксцессом êîàëèöèè 𝑆 ⊆
𝑁 îòíîñèòåëüíî 𝑥 ∈ 𝑋0(𝑁, 𝑣) áóäåì íàçûâàòü:
𝑒𝛼(𝑥, 𝑣, 𝑆) = 𝛼𝑒(𝑥, 𝑣, 𝑆) + (1− 𝛼)𝑒(𝑥, 𝑣*, 𝑆).
Определение 1.2.3. Для фиксированного 𝛼 ∈ [0, 1] 𝛼-𝑁-ядром отно-
сительно множества 𝑋0(𝑁, 𝑣) (обозначение 𝒩 𝛼(𝑁, 𝑣,𝑋0) или 𝒩 𝛼(𝑋0))
называется множество векторов
𝒩 𝛼(𝑁, 𝑣,𝑋0) = {𝑥 ∈ 𝑋0(𝑁, 𝑣) | 𝜃(𝑒𝛼(𝑥, 𝑣, 𝑆)𝑆⊆𝑁) ⪯𝑙𝑒𝑥 𝜃(𝑒𝛼(𝑦, 𝑣, 𝑆)𝑆⊆𝑁)для ∀𝑦 ∈ 𝑋0(𝑁, 𝑣)}
, где 𝜃(𝑒𝛼(𝑥, 𝑣, 𝑆)𝑆⊆𝑁) — вектор 𝛼-эксцессов, расположенных в порядке
невозрастания.
Определение 1.2.4. [0,1]-𝑁-ядром игры (𝑁, 𝑣) на множестве 𝑋0(𝑁, 𝑣)
будем называть множество всех 𝛼-𝑁 -ядер игры (𝑁, 𝑣). Обозначим [0,1]-




Äàííûå îïðåäåëåíèß ïðåäñòàâëåíû â ñîîòâåòñòâèè ñ [7].
Ïðèâåäåì çäåñü êëþ÷åâûå ðåçóëüòàòû îòíîñèòåëüíî [0,1]-𝑁 -ßäðà, ïîç-
âîëßþùèå âûßâèòü åãî ñòðóêòóðó è ñâîéñòâà.
Теорема 2. 𝛼-𝑁 -ядро кооперативной игры (𝑁, 𝑣) совпадает с пред-𝑁 -
ядром игры (𝑁, 𝑣𝛼) для любого 𝛼 ∈ [0, 1], где
𝑣𝛼(𝑆) = 𝛼𝑣(𝑆) + (1− 𝛼)𝑣*(𝑆).
Теорема 3. Для фиксированного 𝛼 ∈ [0, 1] 𝛼-𝑁 -ядро кооперативной игры
(𝑁, 𝑣) непусто и состоит из единственной точки.
Îáîçíà÷èì äàííóþ òî÷êó ÷åðåç 𝜈𝛼(𝑣). Òîãäà ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî
𝜈𝛼(𝑣) = 𝜈(𝑣𝛼), ãäå 𝑣𝛼(𝑆) = 𝛼𝑣(𝑆) + (1− 𝛼)𝑣*(𝑆), 𝑆 ⊆ 𝑁 .
Äàííûé ðåçóëüòàò î÷åíü âàæåí â êîíòåêñòå âûßâëåíèß ñâîéñòâ è àêñè-
îìàòèçàöèè [0,1]-𝑁 -ßäðà, òàê êàê ñóùåñòâóåò ïðßìàß âçàèìîñâßçü ìåæäó
𝛼-𝑁 -ßäðàìè, 𝛼 ∈ [0, 1], îáúåäèíåíèåì êîòîðûõ è ßâëßåòñß [0,1]-𝑁 -ßäðî, è
ïðåä-𝑁 -ßäðîì. Â [7] ïîêàçûâàåòñß, ÷òî [0,1]-𝑁 -ßäðî óäîâëåòâîðßåò ñâîé-
ñòâàì COV, PO, NE, AN, RE, SYM, DUM, êàê è ïðåä-𝑁 -ßäðî, à òàêæå
ñâîéñòâó SIVA íà êëàññå èãð ñ ïîñòîßííîé ñóììîé è ñâîéñòâó IR íà êëàñ-
ñå 0-ìîíîòîííûõ èãð. Îäíàêî äî ñèõ ïîð íå áûë íàéäåí íàáîð ñâîéñòâ, ñ
ïîìîùüþ êîòîðîãî ìîæíî îäíîçíà÷íî îïðåäåëèòü [0,1]-𝑁 -ßäðî. Ââèäó ýòî-
ãî íåîáõîäèìî êàê ìèíèìóì ïðîâåðèòü ñïðàâåäëèâîñòü äðóãèõ èìåþùèõñß
ñâîéñòâ äëß äàííîãî ðåøåíèß. Îäíîé èç öåëåé ýòîé ðàáîòû ßâëßåòñß ïðî-
âåðêà âûïîëíèìîñòè ñâîéñòâà RGP äëß [0,1]-𝑁 -ßäðà.
Ïðèâåäåì åùå íåñêîëüêî ðåçóëüòàòîâ îòíîñèòåëüíî [0,1]-𝑁 -ßäðà èç [7],
êîòîðûå ïîíàäîáßòñß íàì â äàëüíåéøåì.
Утверждение 1. [0, 1]-𝑁 -ядро игры (𝑁, 𝑣) содержит пред-𝑁 -ядро игры
(𝑁, 𝑣) при 𝛼 = 1.
Утверждение 2. [0, 1]-𝑁 -ядро игры с постоянной суммой состоит из
единственной точки и совпадает с пред-𝑁 -ядром, модифицированным 𝑁 -
ядром и 𝑆𝑀 -ядром этой игры.
Ïåðåä òåì êàê ïåðåéòè ê èññëåäîâàíèþ, ðàññìîòðèì òàêæå îäíî èç ðå-






Óïðîùåííîå ìîäèôèöèðîâàííîå𝑁 -ßäðî èëè, ñîêðàùåííî, 𝑆𝑀 -ßäðî áû-
ëî ââåäåíî Ñ.È.Òàðàøíèíîé â [6]. Îíî ßâèëîñü îòïðàâíûì ðåøåíèåì äëß
[0,1]-𝑁 -ßäðà è õàðàêòåðèçóåòñß òåì, ÷òî êîíñòðóêòèâíàß è áëîêèðóþùàß
ñèëû êîàëèöèè 𝑆 â íåì ó÷èòûâàþòñß â ðàâíîé ìåðå. Êàê ãîâîðèòñß â ðàáîòå
[7], 𝑆𝑀 -ßäðî èìååò èíòåðåñíóþ ñîöèàëüíî-ýêîíîìè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ.
Ïðèâåäåì åå çäåñü:
¾Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìíîæåñòâî 𝑁 ïðåäñòàâëßåò ñîáîé íåêîòîðîå
ñîîáùåñòâî ëþäåé, êîòîðûå ðàñïðåäåëßþò âåëè÷èíó 𝑣(𝑁) ìåæ-
äó âñåìè ÷ëåíàìè ñîîáùåñòâà. Òîãäà â êà÷åñòâå ðåøåíèß 𝑆𝑀 -
ßäðî ïðåäëàãàåò âåêòîð, ìèíèìèçèðóþùèé ìàêñèìàëüíîå ðàññòîß-
íèå ìåæäó ëþáûìè äâóìß âçàèìîäîïîëíßþùèìè ÷àñòßìè 𝑆 è 𝑁 ∖𝑆
öåëîãî ñîîáùåñòâà 𝑁 .¿
Òàêèì îáðàçîì, äàííîå ðåøåíèå ìèíèìèçèðóåò ðàçíèöó ìåæäó ñòåïå-
íüþ íåóäîâëåòâîðåííîñòè ïîëó÷åííûì âûèãðûøåì ëþáûõ ïàð êîìïëåìåí-
òàðíûõ êîàëèöèé 𝑆 è 𝑁 ∖ 𝑆 âñåãî ñîîáùåñòâà.
Ââåäåì åãî ôîðìàëüíîå îïðåäåëåíèå ñîãëàñíî [6].
Îïðåäåëèì суммарный эксцесс êîàëèöèè 𝑆 ⊆ 𝑁 äëß êàæäîãî 𝑥 ∈ R𝑁
ñëåäóþùèì îáðàçîì:
𝑒(𝑥, 𝑣, 𝑆) = 𝑒(𝑥, 𝑣, 𝑆) + 𝑒(𝑥, 𝑣*, 𝑆).
Определение 1.2.5. Упрощенным модифицированным 𝑁-ядром
или, сокращенно, 𝑆𝑀-ядром игры (𝑁, 𝑣) будем называть множество
𝜇(𝑣) = {𝑥 ∈ 𝑋0(𝑁, 𝑣) | 𝜃(𝑒(𝑥, 𝑣, 𝑆)𝑆⊆𝑁) ⪯𝑙𝑒𝑥 𝜃(𝑒(𝑦, 𝑣, 𝑆)𝑆⊆𝑁)для ∀𝑦 ∈ 𝑋0(𝑁, 𝑣)},
где 𝜃(𝑒𝛼(𝑥, 𝑣, 𝑆)𝑆⊆𝑁) — вектор суммарных эксцессов, расположенных в по-
рядке невозрастания.
Ïóñòü (𝑁, 𝑣)  êîîïåðàòèâíàß ÒÏ-èãðà. Òåïåðü îïðåäåëèì äëß êàæäîãî
𝑥 ∈ R𝑁
𝑒(𝑥, 𝑣, 𝑆) = 𝑒(𝑥, 𝑣, 𝑆)− 𝑒(𝑥, 𝑣,𝑁 ∖ 𝑆)
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äëß êàæäîé êîàëèöèè 𝑆 ⊆ 𝑁 .
Òåïåðü ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî
{𝑥 ∈ 𝑋0(𝑁, 𝑣) | 𝜃(𝑒(𝑥, 𝑣, 𝑆)𝑆⊆𝑁) ⪯𝑙𝑒𝑥 𝜃(𝑒(𝑦, 𝑣, 𝑆)𝑆⊆𝑁)äëß ∀𝑦 ∈ 𝑋0(𝑁, 𝑣)}
(1.1)
Â [6] áûëî äîêàçàíî, ÷òî ìíîæåñòâî, îïðåäåëåííîå ïî ôîðìóëå 1.1,
ñîâïàäàåò ñ 𝑆𝑀 -ßäðîì èãðû (𝑁, 𝑣) äëß 𝑥 ∈ 𝑋0.
Òàêæå áûëî äîêàçàíî, ÷òî 𝑆𝑀 -ßäðî óäîâëåòâîðßåò ñâîéñòâàì COV, PO,
NE, AN, RE, SYM, DUM è SIVA. Îäíàêî, êàê è äëß [0,1]-𝑁 -ßäðà, åùå íå
áûëî îïðåäåëåíî, êàêèå ñâîéñòâà ìîãóò îäíîçíà÷íî õàðàêòåðèçîâàòü 𝑆𝑀 -
ßäðî. Ïîýòîìó, êàê è äëß [0,1]-𝑁 -ßäðà, èìååò ñìûñë êàê ìèíèìóì ïðîâå-
ðèòü âûïîëíåíèå äðóãèõ èìåþùèõñß ñâîéñòâ äëß äàííîãî ðåøåíèß, â ÷àñò-
íîñòè, RGP.
Îäíàêî ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî, â îòëè÷èå îò [0,1]-𝑁 -ßäðà, 𝑆𝑀 -ßäðî ßâëß-
åòñß îäíîòî÷å÷íûì ðåøåíèåì. Îäíèì èç ñàìûõ èçâåñòíûõ îäíîòî÷å÷íûõ
ðåøåíèé â òåîðèè êîîïåðàòèâíûõ èãð ïîìèìî ïðåä-𝑁 -ßäðà ßâëßåòñß âåê-
òîð Øåïëè. Ïðèâåäåì çäåñü åãî îïðåäåëåíèå, ââåäåííîå Øåïëè â [4].





|𝑆|!(𝑛− |𝑆| − 1)!
𝑛!
(𝑣(𝑆 ∪ {𝑖} − 𝑣(𝑆))
для любого 𝑖 ∈ 𝑁 , где 𝒱 - множество всех характеристических функций
на 2𝑁 .
Ñóùåñòâóåò ñëåäóþùàß àêñèîìàòèçàöèß âåêòîðà Øåïëè, ïðèâåäåííàß
Õàðòîì è Ìàñ-Êîëåëëîì â [10].
Теорема 4. Существует единственное решение на множестве игр 𝐺𝑁 ,
удовлетворяющее свойствам COV, PO, ETP, и CON, и этим решением
является вектор Шепли.
Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî äëß äàííîé àêñèîìàòèçàöèè Õàðòîì è Ìàñ-
Êîëåëëîì áûëî ââåäåíî íîâîå îïðåäåëåíèå ðåäóöèðîâàííîé èãðû äëß îä-
íîòî÷å÷íûõ ðåøåíèé è, ñîîòâåòñòâåííî, íîâîå ñâîéñòâî ñîãëàñîâàííîñòè
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(CON), êîòîðîìó óäîâëåòâîðßåò âåêòîð Øåïëè. Ïðåäñòàâëßåò èíòåðåñ òàê-
æå ïðîâåðêà äàííîãî ñâîéñòâà è äëß 𝑆𝑀 -ßäðà, à òàêæå äëß äðóãîãî îä-
íîòî÷å÷íîãî ðåøåíèß  𝛼-𝑁 -ßäðà. Íî ïðåæäå ÷åì ïåðåõîäèòü ê ïðîâåð-
êå âûøåîïèñàííûõ ñâîéñòâ äëß ïðåäñòàâëåííûõ ðåøåíèé, ïðèâåäåì çäåñü
íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû îòíîñèòåëüíî 𝑆𝑀 -ßäðà.
Утверждение 3. [0, 1]-𝑁 -ядро игры (𝑁, 𝑣) содержит 𝑆𝑀 -ядро игры




Утверждение 4. Для игр трех лиц 𝑆𝑀 -ядро и вектор Шепли совпада-
ют.
Òåïåðü ïåðåéäåì ê èññëåäîâàíèþ âûøåóïîìßíóòûõ ðåøåíèé â êîíòåê-
ñòå ïðîâåðêè âûïîëíåíèß äëß íèõ ñâîéñòà ñîãëàñîâàííîñòè ïî Äýâèñó-
Ìàøëåðó (RGP) è ñâîéñòâ ñîãëàñîâàííîñòè ïî Õàðòó-Ìàñ-Êîëåëëó (CON)
è îöåíêè âîçìîæíîñòè èõ àêñèîìàòèçàöèè ïðè ïîìîùè äàííûõ ñâîéñòâ.
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Глава 2. Исследование [0,1]-N-ядра и SM-ядра
2.1 Метод нахождения [0,1]-N-ядра и SM-ядра
Äëß òîãî, ÷òîáû âûïîëíèòü ïðîâåðêó ñâîéñòâ ñîãëàñîâàííîñòè, íåîá-
õîäèìî äëß íà÷àëà ðåàëèçîâàòü ìåòîä, âû÷èñëßþùèé [0,1]-𝑁 -ßäðî è 𝑆𝑀 -
ßäðî èãðû (𝑁, 𝑣). Íàïîìíèì, ÷òî ïî îïðåäåëåíèþ 1.2.4 [0,1]-𝑁 -ßäðî èãðû
(𝑁, 𝑣) ßâëßåòñß ìíîæåñòâîì âñåõ 𝛼-𝑁 -ßäåð èãðû (𝑁, 𝑣), à èç óòâåðæäåíèß




Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî îãðàíè÷èòüñß ðåàëèçàöèåé ìåòîäà, ïîçâîëßþùåãî
ñ÷èòàòü 𝛼-𝑁 -ßäðî êîîïåðàòèâíîé èãðû (𝑁, 𝑣) äëß ëþáîãî 𝛼 ∈ [0, 1].
Èñïîëüçîâàííûé â äàííîé ðàáîòå ìåòîä âû÷èñëåíèß 𝛼-𝑁 -ßäðà áàçèðó-
åòñß íà ðàáîòå [7], à èìåííî íà òåîðåìå, ïðèâåäåííîé â äàííîé ðàáîòå â ðàç-
äåëå 1.2.2 ïîä íîìåðîì 2. Íà îñíîâàíèè äàííîé òåîðåìû ìîæíî ñäåëàòü
âûâîä î òîì, ÷òî âû÷èñëèòåëüíàß ñëîæíîñòü íàõîæäåíèß 𝛼-𝑁 -ßäðà êîîïå-
ðàòèâíîé èãðû (𝑁, 𝑣) ñîïîñòàâèìà ñ âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòüþ íàõîæäå-
íèß ïðåä-𝑁 -ßäðà èãðû (𝑁, 𝑣𝛼). Òàêèì îáðàçîì, äëß íàõîæäåíèß 𝛼-𝑁 -ßäðà
äëß ôèêñèðîâàííîãî 𝛼 ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí ëþáîé ìåòîä, ðàçðàáîòàí-
íûé äëß íàõîæäåíèß ïðåä-𝑁 -ßäðà. Çàìåòèì, ÷òî [0,1]-𝑁 -ßäðî â ïðîãðàìì-
íîì âèäå ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ñ íåêîòîðûì øàãîì ïîñëåäîâàòåëüíî âû-
÷èñëåííûå 𝛼-𝑁 -ßäðà äëß ôèêñèðîâàííûõ 𝛼 ∈ [0, 1].
Ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî àëãîðèòìîâ äëß âû÷èñëåíèß ïðåä-𝑁 -ßäðà, íî
âñå îíè ñâîäßòñß ê ðåøåíèþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè çàäà÷ ëèíåéíîãî ïðîãðàì-
ìèðîâàíèß. Îäèí èç ïåðâûõ àëãîðèòìîâ áûë ïðèäóìàí À. Êîïåëîâèöåì
[18], îäíàêî êîëè÷åñòâî çàäà÷ ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèß äëß èãðû 𝑛
ëèö â åãî ìåòîäå ìîæåò äîñòèãàòü çíà÷åíèß 2𝑛 − 1. Å. Êîëáåðãîì [19] è
Ã. Îóýíîì [20] áûëè ïðèâåäåíû àëãîðèòìû, ñîñòîßùèå èç îäíîé çàäà÷è ëè-
íåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèß. Â õîäå ðåøåíèß Êîëáåðã èñïîëüçóåò Î(𝑛) ïå-
ðåìåííûõ è Î((2𝑛)!) îãðàíè÷åíèé, â òî âðåìß êàê Îóýí èñïîëüçóåò Î(2𝑛)
ïåðåìåííûõ è Î(4𝑛) îãðàíè÷åíèé. Äàííûå çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðî-
âàíèß ìîãóò áûòü èíòåðåñíû ñ òåîðåòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèß, îäíàêî îãðàíè-
÷åííî èñïîëüçóþòñß íà ïðàêòèêå èç-çà âûñîêîé âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè
(îñîáåííî äëß èãð áîëüøîé ðàçìåðíîñòè).
23
Â äàííîé ðàáîòå äëß ðåøåíèß çàäà÷è íàõîæäåíèß 𝛼-𝑁 -ßäðà èãðû
(𝑁, 𝑣), ÷òî, êàê áûëî ñêàçàíî âûøå, ýêâèâàëåíòíî çàäà÷å íàõîæäåíèß ïðåä-
𝑁 -ßäðà èãðû (𝑁, 𝑣𝛼), áûëà èñïîëüçîâàíà ôóíêöèß 𝑃𝑟𝑒𝑁𝑢𝑐𝑙(), ðåàëèçîâàí-
íàß â ðàìêàõ ïàêåòà ðàñøèðåíèß MATLAB MatTuGames Toolbox [21], êî-
òîðûé ïðåäñòàâëßåò ñîáîé áèáëèîòåêó ôóíêöèé äëß ïîèñêà ðàçëè÷íûõ ðå-
øåíèé è ïðîâåðêè ñâîéñòâ, èçâåñòíûõ â òåîðèè êîîïåðàòèâíûõ ÒÏ-èãð.
Äàííàß ôóíêöèß ðåàëèçóåò àëãîðèòì íàõîæäåíèß ïðåä-𝑁 -ßäðà, ïðåäëî-
æåííûé Ïîòòåðñîì è äð. [22]. Ýòîò àëãîðèòì èìååò òî ïðåèìóùåñòâî, ÷òî
â õîäå íàõîæäåíèß ðåøåíèß èãðû 𝑛 ëèö ïðåäëàãàåò ðåøåíèå êàê ìàêñèìóì
𝑛−1 çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèß ñ èñïîëüçîâàíèåì êàê ìàêñèìóì
2𝑛 + 𝑛− 1 ñòðîêó è 2𝑛 − 1 ñòîëáåö.
Òàê êàê ëþáàß èãðà (𝑁, 𝑣) îäíîçíà÷íî îïðåäåëßåòñß ñâîåé õàðàêòåðè-
ñòè÷åñêîé ôóíêöèåé 𝑣, èãðó ìîæíî çàäàòü âåêòîðîì ðàçìåðíîñòè 2𝑛−1 (ïî
÷èñëó âñåâîçìîæíûõ êîàëèöèé â èãðå (𝑁, 𝑣), èñêëþ÷àß ïóñòóþ), ýëåìåíòà-
ìè êîòîðîãî áóäóò ßâëßòüñß çíà÷åíèß ôóíêöèè 𝑣. Çäåñü âñòàåò âîïðîñ î
òîì, â êàêîì ïîðßäêå ñëåäóåò ñîðòèðîâàòü ýëåìåíòû äàííîãî âåêòîðà, ÷òî
ýêâèâàëåíòíî âîïðîñó î òîì, â êàêîì ïîðßäêå ñëåäóåò ðàñïîëàãàòü êîàëè-
öèè. Ïî ïðåäëîæåíèþ Ìàéíõàðäòà [23], ïóñòü êàæäîìó èãðîêó â èãðå (𝑁, 𝑣)
ñòàâèòñß â ñîîòâåòñòâèå íàòóðàëüíîå ÷èñëî 𝑖 ∈ [1, 𝑁 ]. Òîãäà êàæäàß êîà-




èíòåðâàëà [1, 2𝑛 − 1].
Ïðèâåäåì ïðèìåð. Ðàññìîòðèì èãðó 4-õ ëèö. Òîãäà ïîðßäîê êîàëèöèé
ìîæåò áûòü çàäàí ñ ïîìîùüþ âåêòîðà
[1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15],
÷òî ñîîòâåòñòâóåò ñëåäóþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èõ ïðåäñòàâëåíèß:
{1}, {2}, {1, 2}, {3}, {1, 3}, {2, 3}, {1, 2, 3},
{4}, {1, 4}, {2, 4}, {1, 2, 4}, {3, 4}, {1, 3, 4}, {2, 3, 4}, {1, 2, 3, 4}.
Çäåñü, íàïðèìåð, êîàëèöèè {1, 2} ñîîòâåòñòâóåò ÷èñëî 21−1 + 22−1 = 3.
Äëß íàõîæäåíèß 𝛼-𝑁 -ßäðà äëß ôèêñèðîâàííûõ 𝛼 ∈ [0, 1] áûëà ðåà-
ëèçîâàíà ôóíêöèß, ñòðîßùàß èãðó 𝑣𝛼 ïî òåîðåìå 2, à òàêæå ôóíêöèß,
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âû÷èñëßþùàß 𝛼-𝑁 -ßäðà äëß 𝛼 ∈ [alpha1,alpha2], ãäå alpha1,alpha2 ∈ [0, 1]
ñ øàãîì step (ñì. Ïðèëîæåíèå 1).
Òàêèì îáðàçîì, â õîäå âûïîëíåíèß ïðîãðàììû ïîëó÷àåì ìíîæåñòâî 𝛼-
𝑁 -ßäåð äëß 𝛼 ∈ [alpha1,alpha2]. Ïðè [alpha1,alpha2] = [0, 1] ýòî ìíîæåñòâî





Пример 2.1.1. Ïóñòü èãðà (𝑁, 𝑣) çàäàíà õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèåé â
0-ðåäóöèðîâàííîé ôîðìå
𝑣({1}) = 𝑣({2}) = 𝑣({3}) = 0,
𝑣({1, 2}) = 2, 𝑣({1, 3}) = 5, 𝑣({2, 3}) = 3, 𝑣(𝑁) = 9.
Êàê ìû ìîæåì âèäåòü íà Ðèñ. 2.1, â êîîïåðàòèâíîé èãðå (𝑁, 𝑣) [0,1]-𝑁 -
ßäðî ïðåäñòàâëßåò ñîáîé ñâßçíîå ìíîæåñòâî â R3, ñîñòîßùåå èç îòðåçêîâ,
ïîñëåäîâàòåëüíî ñîåäèíåííûõ ñâîèìè êîíöàìè. Äàííûé ôàêò áûë äîêàçàí
â [15].
Рисунок 2.1 — [0,1]-𝑁 -ядро для игры 3-х лиц
Ïîëó÷åííîå ìíîæåñòâî áåðåò íà÷àëî â òî÷êå A = (3, 2.5, 3.5), ßâëßþ-
ùåéñß 𝛼-𝑁 -ßäðîì ïðè 𝛼 = 0, à êîíöîì åãî ßâëßåòñß òî÷êà Ñ = (3, 2, 4),
ïðåäñòàâëßþùàß ñîáîé 𝛼-𝑁 -ßäðî ïðè 𝛼 = 1. Îòìåòèì, ÷òî òî÷êà Ñ ñîâ-
ïðàäàåò ñ ïðåä-𝑁 -ßäðîì ïî òåîðåìå 1. Ñ òàáëèöåé âûõîäíûõ çíà÷åíèé äëß
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äàííîé èãðû ìîæíî îçíàêîìèòüñß â Ïðèëîæåíèè 2. Îòìåòèì, ÷òî â ðàñ-






2.2 Проверка выполнения свойства согласованности
(RGP) по Дэвису-Машлеру
Ñâîéñòâî ñîãëàñîâàííîñòè íåñåò â ñåáå áîëüøîå çíà÷åíèå. Åãî èíòåð-
ïðåòàöèß áûëà ïîäðîáíî ðàñïèñàíà â ðàçäåëå 1.1.2, êðàòêî æå îíà çà-
êëþ÷àåòñß â ñëåäóþùåì: ñîãëàñîâàííîñòü ðåøåíèß 𝜎(𝑁, 𝑣) îçíà÷àåò, ÷òî
åñëè âûèãðûøè èãðîêîâ îïðåäåëåíû ñîãëàñíî 𝜎, òî äàæå åñëè ÷àñòü èãðî-
êîâ ïîêèíåò èãðó ñ íàçíà÷åííûìè èì 𝜎 âûèãðûøàìè, òî äëß îñòàâøèõ-
ñß èãðîêîâ ðàñïðåäåëåíèå âûèãðûøåé ñîãëàñíî 𝜎 íå èçìåíèòñß. Îäíó èç
êëþ÷åâûõ ðîëåé ñâîéñòâî ñîãëàñîâàííîñòè ïî Äýâèñó-Ìàøëåðó èãðàåò â
àêñèîìàòèçàöèè íåêîòîðûõ ðåøåíèé êîîïåðàòèâíîé òåîðèè èãð, òàêèõ êàê,
íàïðèìåð, ïðåä-𝑁 -ßäðî,  ðåøåíèß, òåñíî ñâßçàííîãî ñ èññëåäóåìûìè â
äàííîé ðàáîòå [0,1]-𝑁 -ßäðîì è 𝑆𝑀 -ßäðîì. Â ñâåòå ýòîãî ñóùåñòâóåò íåîá-
õîäèìîñòü ïðîâåðêè äàííîãî ñâîéñòâà äëß åùå íå àêñèîìàòèçèðîâàííûõ
ðåøåíèé: [0,1]-𝑁 -ßäðà è 𝑆𝑀 -ßäðà.
Èññëåäóåì âûïîëíåíèå äàííîãî ñâîéñòâà äëß 𝛼-𝑁 -ßäåð êîîïåðàòèâíîé
èãðû (𝑁, 𝑣) äëß ëþáîãî 𝛼 ∈ [0, 1]. Òàêèì îáðàçîì, íà îñíîâàíèè âûïîëíå-
íèß èëè íå âûïîëíåíèß ñâîéñòâà ñîãëàñîâàííîñòè äëß ðàçëè÷íûõ 𝛼-𝑁 -ßäåð
ìîæíî áóäåò ñäåëàòü âûâîä î âûïîëíåíèè èëè íå âûïîëíåíèè ñâîéñòâà äëß
[0,1]-𝑁 -ßäðà è 𝑆𝑀 -ßäðà.
Äëß ýòîãî â ñðåäå MATLAB ñ ïîìîùüþ áèáëèîòåêè MatTuGames
Toolbox áûëà ðåàëèçîâàíà ïðîãðàììà, ñòðîßùàß ðåäóöèðîâàííóþ èãðó ïî
îïðåäåëåíèþ Äýâèñà è Ìàøëåðà (ñì. Îïðåäåëåíèå 11 è Ïðèëîæåíèå 3,
ïóíêò 1). Äëß èãðû (𝑁, 𝑣) n ëèö íà âõîä ïîäàåòñß êîàëèöèß 𝑆, äëß êîòîðîé
äîëæíà áûòü ïîñòðîåíà ðåäóöèðîâàííàß èãðà, âåêòîð õàðàêòåðèñòè÷åñêîé
ôóíêöèè èñõîäíîé èãðû 𝑣 ðàçìåðíîñòè 2𝑛− 1, ñîðòèðîâàííûé ïî ïðàâèëó,
îïèñàííîìó â ðàçäåëå 2.1, à òàêæå ïàðàìåòð 𝛼 è êîëè÷åñòâî èãðîêîâ. Íà
âûõîäå ïîëó÷àåòñß íîâàß õàðàêòåðèñòè÷åñêàß ôóíêöèß 𝑣𝑥𝑆 èãðû â ðåäóöè-
ðîâàííîé ôîðìå (𝑆, 𝑣𝑥𝑆).
Äëß ñàìîé ïðîâåðêè ñâîéñòâà ñîãëàñîâàííîñòè ïî Äýâèñó-Ìàøëåðó äëß
𝛼-𝑁 -ßäðà áûëà ðåàëèçîàâà ôóíêöèß, ïðåäñòàâëåííàß â Ïðèëîæåíèè 3,
ïóíêò 2. Â õîäå âûïîëíåíèß ïðîãðàììû ñíà÷àëà íàõîäßòñß ðåøåíèß èñõîä-
íîé èãðû (𝑁, 𝑣) äëß ðàçíûõ çíà÷åíèé 𝛼 ∈ [0, 1], à òàêæå ðåøåíèß èãðû â
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ðåäóöèðîâàííîé ôîðìå (𝑆, 𝑣𝑥𝑆) äëß çàäàííîé îñòàâøåéñß êîàëèöèè 𝑆, ïîñëå
÷åãî ïðîèçâîäèòñß ñðàâíåíèå âûèãðûøåé èãðîêîâ, ïðèíàäëåæàùèõ äàííîé
êîàëèöèè 𝑆, â èñõîäíîé è ðåäóöèðîâàííîé èãðå. Ðåçóëüòàòîì ðàáîòû ôóíê-
öèè ßâëßåòñß ïåðåìåííàß check áóëåâîãî òèïà (åñëè 1, ñëåäîâàòåëüíî, RGP
äëß äàííîãî ðåøåíèß âûïîëíßåòñß, åñëè 0  íå âûïîëíßåòñß), à òàêæå âåê-
òîð ðåøåíèß 𝑥𝑆 ðåäóöèðîâàííîé èãðû (𝑆, 𝑣𝑥𝑆).
Ñ ïîìîùüþ ðåàëèçîâàííîé ôóíêöèè âûïîëíèì ïðîâåðêó ñâîéñòâà ñî-
ãëàñîâàííîñòè ïî Äýâèñó-Ìàøëåðó äëß 𝛼-𝑁 -ßäðà ïðè 𝛼 ∈ {0, 0.5, 1} íà
ñëåäóþùåì ïðèìåðå.
Пример 2.2.1. Ïóñòü çàäàíà èãðà 3-õ ëèö (𝑁, 𝑣) ∈ 𝐺𝑁 ñî ñëåäóþùåé
õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèåé:
𝑣({1}) = 0, 𝑣({2}) = 1, 𝑣({3}) = 5,
𝑣({1, 2}) = 3, 𝑣({1, 3}) = 9, 𝑣({2, 3}) = 7, 𝑣(𝑁) = 15.
Ïóñòü èãðîê 3 ïîêèíåò èãðó. Òîãäà îñòàâøåéñß êîàëèöèåé, äëß êîòîðîé
áóäåò ïîñòðîåíà ðåäóöèðîâàííàß èãðà (𝑆, 𝑣𝑥𝑆), áóäåò êîàëèöèß 𝑆 = {1, 2}.
Ïðîâåðèì, óäîâëåòâîðßåò ëè â äàííîì ñëó÷àå 𝛼-𝑁 -ßäðî RGP. Ïîëàãàß, ÷òî
ïàðàìåòð 𝛼 èçìåíßåòñß îò 0 äî 1 ñ øàãîì 0.1, ïîëó÷èì ðåçóëüòàòû, ïðåä-
ñòàâëåííûå â Òàáëèöå 2.2. Êàê ìîæíî çàìåòèòü, RGP â äàííîé èãðå íå
âûïîëíßåòñß äëß 𝛼-𝑁 -ßäðà ïðè 𝛼 ∈ [0, 0.6] è âûïîëíßåòñß ïðè 𝛼 ∈ [0.7, 1].
Â öåëßõ óòî÷íåíèß ðåçóëüòàòà òàêæå áûëà ïðîèçâåäåíà ïðîâåðêà RGP äëß
𝛼 ∈ [0.6, 0.7] ñ øàãîì 0.001. Âûäåðæêà èç ðåçóëüòàòîâ ïðèâåäåíà â Ïðèëî-
æåíèè 3, ïóíêò 3. Êàê ìîæíî çàìåòèòü, RGP âûïîëíßåòñß òîëüêî íà÷èíàß
ñ 𝛼 = 0.7. ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî ñäåëàòü âûâîä î òîì, ÷òî RGP â äàííîé
èãðå íå âûïîëíßåòñß äëß 𝛼-𝑁 -ßäðà ïðè 𝛼 ∈ [0, 0.7) è âûïîëíßåòñß ïðè
𝛼 ∈ [0.7, 1].
Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî äëß 𝛼 = 0.5, ïðè êîòîðîì ðåøåíèå ßâëßåòñß
𝑆𝑀 -ßäðîì, ñâîéñòâî ñîãëàñîâàííîñòè ïî Äýâèñó-Ìàøëåðó íå âûïîëíßåòñß.
À çíà÷èò, ìîæíî ñäåëàòü ñëåäóþùèé âûâîä.
В общем случае 𝑆𝑀 -ядро не удовлетворяет свойству согласован-
ности по Дэвису-Машлеру.
28
Таблица 2.1 — Проверка RGP для игры 3-х лиц
Êîàëèöèß 𝑆 = {1, 2}
𝛼 RGP 𝑥 𝑥𝑆
0.0 0 4.000 2.500 8.500 3.000 3.500
0.1 0 4.000 2.600 8.400 3.100 3.500
0.2 0 4.000 2.700 8.300 3.200 3.500
0.3 0 3.933 2.833 8.233 3.267 3.500
0.4 0 3.800 3.000 8.200 3.300 3.500
0.5 0 3.667 3.167 8.167 3.333 3.500
0.6 0 3.533 3.333 8.133 3.367 3.500
0.7 1 3.400 3.500 8.100 3.400 3.500
0.8 1 3.350 3.500 8.150 3.350 3.500
0.9 1 3.300 3.500 8.200 3.300 3.500
1.0 1 3.250 3.500 8.250 3.250 3.500
Ïîïûòàåìñß òåïåðü âûßñíèòü, íå ñóùåñòâóåò ëè êàêèõ-ëèáî ïàðàìåò-
ðîâ 𝛼, ïðè êîòîðûõ èññëåäóåìîå ñâîéñòâî âñåãäà âûïîëíßåòñß. Äëß ýòîãî
ïðèâåäåì åùå îäèí ïðèìåð.




1, åñëè 𝑆 ∈ {1, 3},
2, åñëè 𝑆 ∈ {1, 4, 5},
3, åñëè 𝑆 ∈ {{1, 5}, {3, 5}},
4, åñëè 𝑆 ∈ {{2, 4}, {2, 3, 4}, {1, 2, 3, 4}},
5, åñëè 𝑆 ∈ {1, 2, 3, 5},
6, åñëè 𝑆 ∈ {2, 3},
10, åñëè 𝑆 = 𝑁 ,
0, èíà÷å.
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Ïðîâåðèì âûïîëíåíèå ñâîéñòâà ñîãëàñîâàííîñòè (RGP) â ñëó÷àå, êîãäà
èãðó ïîêèäàþò èãðîêè 1, 2 è 3. Ïóñòü ïàðàìåòð 𝛼 èçìåíßåòñß îò 0 äî 1 ñ
øàãîì 0.001. Ñ ðåçóëüòàòàìè, ïîëó÷åííûìè ïîñëå ïðîâåðêè, ìîæíî îçíà-
êîìèòüñß â Ïðèëîæåíèè 3, ïóíêò 4.
Êàê ìîæíî óâèäåòü, ñâîéñòâî ñîãëàñîâàííîñòè â äàííîé èãðå íå âû-
ïîëíßåòñß íè äëß êàêîãî 𝛼 ∈ [0, 1], êðîìå êàê 𝛼 = 1. Îòìåòèì, ÷òî ñõî-
æèå ðåçóëüòàòû (ñâîéñòâî âûïîëíßëîñü òîëüêî äëß 𝛼 = 1) áûëè ïîëó÷åíû
ïðè ïðîâåðêå ìíîãèõ äðóãèõ èãð. Äàííûé ðåçóëüòàò âïîëíå ñîãëàñóåòñß ñ
Óòâåðæäåíèåì 1, à èìåííî ñ òåì ôàêòîì, ÷òî ïðè 𝛼 = 1 [0,1]-𝑁 -ßäðî âêëþ-
÷àåò â ñåáß ïðåä-𝑁 -ßäðî. Òàêèì îáðàçîì, ââèäó ìàëîñòè âûáðàííîãî øàãà,
ìîæíî ñäåëàòü ñëåäóþùèé âûâîä.
В общем случае свойство согласованности по Дэвису-Машлеру
для 𝛼-𝑁 -ядра не выполняется ни для каких 𝛼 ∈ [0, 1], кроме 𝛼 = 1.
Â ðåçóëüòàòå èññëåäîâàíèß òàêæå áûëî ïîëó÷åíî ñëåäóþùåå èíòåðåñ-
íîå íàáëþäåíèå, ïîçâîëßþùåå ãåîìåòðè÷åñêè èçîáðàçèòü íåâûïîëíåíèå â
îáùåì ñëó÷àå ñâîéñòâà ñîãëàñîâàííîñòè ïî Äýâèñó-Ìàøëåðó äëß [0-1]-𝑁 -
ßäðà. Òåîðåìà î ñòðóêòóðå [0,1]-𝑁 -ßäðà [15] óòâåðæäàåò, ÷òî [0,1]-𝑁 -ßäðî
ãåîìåòðè÷åñêè ïðåäñòàâëßåò ñîáîé ñâßçàííûå êîíöàìè îòðåçêè â ïðîñòðàí-
ñòâå R𝑛. Òàêèì îáðàçîì, [0-1]-𝑁 -ßäðà ðåäóöèðîâàííûõ èãð ïî Äýâèñó-
Ìàøëåðó äëß âñåõ âîçìîæíûõ 2𝑛 − 1 êîàëèöèé òàêæå ßâëßþòñß ñâßç-
íûìè ìíîæåñòâàìè, ïðåäñòàâëßþùèìè ñîáîé ñîåäèíåííûå îòðåçêè, íî â
ïðîñòðàíñòâàõ ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè, ÷åì R𝑛 (ò.å. â ïðîñòðàíñòâå R𝑛−1,
R𝑛−2,. . . ,R). Òàêèì îáðàçîì, ãåîìåòðè÷åñêè âûïîëíåíèå ñâîéñòâà ñîãëàñî-
âàííîñòè äëß [0,1]-𝑁 -ßäðà îçíà÷àåò ñëåäóþùåå: ïðîåêöèè ðåøåíèß èñõîä-
íîé èãðû íà ïðîñòðàíñòâà ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè äëß [0,1]-𝑁 -ßäðà äîëæíû
ñîâïàäàòü ñ ðåøåíèßìè èãð â ðåäóöèðîâàííîé ôîðìå â ýòèõ ïðîñòðàíñòâàõ.
Ïðèâåäåì ïðèìåð äëß èãðû 3-õ ëèö, ïîçâîëßþùèé íàãëßäíî ïðåäñòà-
âèòü âûøåèçëîæåííîå óòâåðæäåíèå.
Пример 2.2.3. Ïóñòü õàðàêòåðèñòè÷åñêàß ôóíêöèß èãðû (𝑁, 𝑣) ∈ 𝐺𝑁 3-õ
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ëèö âûãëßäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:
𝑣({1}) = 4, 𝑣({2}) = 1, 𝑣({3}) = 2,
𝑣({1, 2}) = 6, 𝑣({1, 3}) = 4, 𝑣({2, 3}) = 4, 𝑣(𝑁) = 15.
Ðåçóëüòàòû ïðîâåðêè ñâîéñòâà ñîãëàñîâàííîñòè (RGP) äëß êîàëèöèé
{1, 2}, {1, 3}, {2, 3} ïðåäñòàâëåíû â Ïðèëîæåíèè 3, ïóíêò 5. Êàê ìîæíî çà-
ìåòèòü, äàííîå ñâîéñòâî âûïîëíßåòñß äëß êîàëèöèé {1, 2} è {2, 3} ëèøü
ïðè 𝛼 = 1, à äëß êîàëèöèè {1, 3}  äëß âñåõ 𝛼 = [0, 1]. Äàííûé ôàêò õîðî-
øî âèäåí íà Ðèñ. 2.2. [0,1]-𝑁 -ßäðî èñõîäíîé èãðû ïðåäñòàâëßåò ñîáîé îäèí
îòðåçîê â òð¼õìåðíîì ïðîñòðàíñòâå (âûäåëåí ÷åðíûì öâåòîì). Ðåøåíèå
ðåäóöèðîâàííîé èãðû äëß êîàëèöèè {1, 2}, ëåæàùåå â ïëîñêîñòè Oxy, âû-
äåëåíî çåëåíûì öâåòîì; äëß êîàëèöèè {2, 3}, ëåæàùåå â ïëîñêîñòè 𝑂𝑦𝑧 
êðàñíûì öâåòîì; äëß êîàëèöèè {1, 3}, ëåæàùåé â ïëîñêîñòè 𝑂𝑥𝑧  ñèíèì
öâåòîì. Â ïëîñêîñòè Oxy, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò êîàëèöèè {1, 2} (Ðèñ. 2.2á),
à òàêæå â ïëîñêîñòè 𝑂𝑦𝑧, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò êîàëèöèè {2, 3} (Ðèñ. 2.2ã),
ìîæíî óâèäåòü, ÷òî ïðîåêöèè [0,1]-𝑁 -ßäðà èñõîäíîé èãðû íà ýòè ïëîñêî-
ñòè è ðåøåíèß ðåäóöèðîâàííûõ èãð ñîâïàäàþò ëèøü â îäíîé òî÷êå, ÷òî
ñîîòâåòñòâóåò âûïîëíåíèþ ñâîéñòâà ñîãëàñîâàííîñòè (RGP) ïðè 𝛼 = 1. Â
ïëîñêîñòè æå 𝑂𝑥𝑧, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò êîàëèöèè {1, 3} (Ðèñ. 2.2â), ïðîåêöèß
èñõîäíîãî ðåøåíèß è ðåøåíèå ðåäóöèðîâàííîé èãðû ñîâïàäàþò ïîëíîñòüþ,
÷òî âïîëíå ñîîòâåòñòâóåò ðåçóëüòàòàì ïðîâåðêè ñâîéñòâà ñîãëàñîâàííîñòè
(RGP).
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(а) [0-1]-𝑁 -ядро (б) Oxy
(в) Oxz (г) Oyz
Рисунок 2.2 — Геометрическая интерпретация выполнения RGP для игры 3-х лиц
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2.3 Проверка выполнения свойства согласованности
(CON) по Харту-Мас-Колеллу
Êàê óæå áûëî ñêàçàíî âûøå, Õàðòîì è Ìàñ-Êîëåëëîì áûëî ââåäåíî íî-
âîå îïðåäåëåíèå ðåäóöèðîâàííîé èãðû äëß îäíîòî÷å÷íûõ ðåøåíèé è, ñîîò-
âåòñòâåííî, íîâîå ñâîéñòâî ñîãëàñîâàííîñòè (CON), êîòîðîå èñïîëüçóåòñß
äëß àêñèîìàòèçàöèè âåêòîðà Øåïëè. Ïðåäñòàâëßåò èíòåðåñ òàêæå ïðîâåð-
êà äàííîãî ñâîéñòâà è äëß 𝑆𝑀 -ßäðà, à òàêæå äëß äðóãîãî îäíîòî÷å÷íîãî
ðåøåíèß  𝛼-𝑁 -ßäðà.
Êàê è äëß ïðîâåðêè ñâîéñòâà ñîãëàñîâàííîñòè ïî Äýâèñó-Ìàøëåðó,
äëß ïðîâåðêè âûïîëíåíèß CON äëß 𝛼-𝑁 -ßäåð, 𝛼 ∈ [0, 1], è 𝑆𝑀 -ßäðà â
ñðåäå MATLAB ïðè ïîìîùè áèáëèîòåêè MatTuGames áûëà ðåàëèçîâàíà
ïðîãðàììà, ñòðîßùàß ðåäóöèðîâàííóþ èãðó ïî îïðåäåëåíèþ Õàðòà-Ìàñ-
Êîëåëëà, èëè, èíà÷å, 𝜎-ðåäóöèðîâàííóþ èãðó (ñì. Ïðèëîæåíèå 4, ïóíêò
1). Êàê è äëß ôóíêöèè ïîñòðîåíèß ðåäóöèðîâàííîé èãðû ïî îïðåäåëåíèþ
Äýâèñà-Ìàøëåðà, äëß èãðû (𝑁, 𝑣) íà âõîä ïîäàåòñß êîàëèöèß 𝑆, äëß êî-
òîðîé äîëæíà áûòü ïîñòðîåíà ðåäóöèðîâàííàß èãðà, âåêòîð õàðàêòåðèñòè-
÷åñêîé ôóíêöèè èñõîäíîé èãðû 𝑣 ðàçìåðíîñòè 2𝑛 − 1, ñîðòèðîâàííûé ïî
ïðàâèëó, îïèñàííîìó â ðàçäåëå 2.1, à òàêæå ïàðàìåòð 𝛼 è êîëè÷åñòâî èã-
ðîêîâ. Íà âûõîäå ïîëó÷àåòñß íîâàß õàðàêòåðèñòè÷åñêàß ôóíêöèß 𝑣𝜎𝑆 ðåäó-
öèðîâàííîé èãðû (𝑆, 𝑣𝜎𝑆).
Ôóíêöèß, âûïîëíàþùàß ñàìó ïðîâåðêó ñâîéñòâà ñîãëàñîâàííîñòè
(CON), àíàëîãè÷íà òîé æå ôóíêöèè äëß ïðîâåðêè RGP: ñíà÷àëà ñ÷èòàåòñß
𝛼-𝑁 -ßäðî äëß èñõîäíîé èãðû, ïîòîì äëß íåêîòîðîé êîàëèöèè 𝑆 ñòðîèòñß
𝜎-ðåäóöèðîâàííàß èãðà (𝑆, 𝑣𝜎𝑆) è âû÷èñëßåòñß åå ðåøåíèå, äàëåå ñâåðßþò-
ñß ðåøåíèå èñõîäíîé èãðû è ðåøåíèå ðåäóöèðîâàííîé è äåëàåòñß âûâîä î
âûïîëíåíèè ñâîéñòâà CON.
Òåïåðü âûïîëíèì ñ ïîìîùüþ îïèñàííîé ïðîãðàììû ïðîâåðêó ñïðàâåä-
ëèâîñòè ñâîéñòâà ñîãëàñîâàííîñòè ïî Õàðòó-Ìàñ-Êîëåëëó äëß 𝛼-𝑁 -ßäðà
ïðè 𝛼, âàðüèðóåùèìñß îò 0 äî 1 ñ øàãîì 0.1. Íàïîìíèì, ÷òî ïðè 𝛼 =
1
2
𝛼-𝑁 -ßäðî ßâëßåòñß 𝑆𝑀 -ßäðîì.
Äëß ïðîâåðêè âîçüìåì èãðó 3-õ ëèö, îïèñàííóþ â ïðèìåðå 2.2.2. Ðåçóëü-
òàòû âûïîëíåíèß ïðîãðàììû ïðåäñòàâëåíû â Ïðèëîæåíèè 4, ïóíêò 2. Êàê
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ìîæíî çàìåòèòü, â îáùåì ñëó÷àå ñâîéñòâî ñîãëàñîâàííîñòè ïî Õàðòó-Ìàñ-




ñîîòâåòñòâóåò 𝑆𝑀 -ßäðó èãðû (𝑁, 𝑣). Ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò ñîãëàñóåòñß ñ
Óòâåðæäåíèåì 4, ãîâîðßùèì î òîì, ÷òî â ñëó÷àå èãð 3-õ ëèö âåêòîð Øåï-
ëè è 𝑆𝑀 -ßäðî ñîâïàäàþò. Ñëåäîâàòåëüíî, ðàç ñâîéñòâî CON âûïîëíßåòñß
äëß âåêòîðà Øåïëè, òî â äàííîì ñëó÷àå îíî âûïîëíßåòñß è äëß 𝑆𝑀 -ßäðà.
Ïðè ïðîâåðêå ñâîéñòâà ñîãëàñîâàííîñòå ïî Õàðòó-Ìàñ-Êîëåëëó äëß èã-
ðû 5-òè ëèö èç ïðèìåðà 2.2.2 áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî äëß áîëüøèíñòâà êîà-
ëèöèé äàííîå ñâîéñòâî íå âûïîëíßëîñü íè äëß êàêèõ 𝛼 ∈ [0, 1] (âûâîä äëß
êîàëèöèé {3, 5} è {1, 2, 4, 5} ïðåäñòàâëåí â Ïðèëîæåíèè 4, ïóíêò 3). Òàêèì
îáðàçîì, ìîæíî ñäåëàòü ñëåäóþùèé âûâîä.
В общем случае свойство согласованности по Харту-Мас-Колеллу
для 𝛼-𝑁 -ядра не выполняется ни для каких 𝛼 ∈ [0, 1], в том числе
и для 𝑆𝑀 -ядра.
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2.4 О выполнении свойств для различных решений
Â äàííîì ðàçäåëå ïðèâåäåíà ñðàâíèòåëüíàß òàáëèöà âûïîëíåíèß ðàç-
ëè÷íûõ ñâîéñòâ äëß òàêèõ ðåøåíèé êîîïåðàòèâíîé òåîðèè èãð, êàê ïðåä-
𝑁 -ßäðî, âåêòîð Øåïëè, 𝑆𝑀 -ßäðî è [0,1]-𝑁 -ßäðî.
Таблица 2.2 — Решения и свойства
XXXXXXXXXXXXXXСвойства
Решения
Пред-𝑁 -ядро Вектор Шепли 𝑆𝑀 -ядро [0,1]-𝑁 -ядро
Ковариантность ⊕ ⊕ + +
Анонимность ⊕ ⊕ + +
Групповая рациональ-
ность
+ ⊕ + +
Индивидуальная рацио-
нальность
− − − −
Супераддитивность − +
Обоснованность + + + +
Непустота + + + +




Симметричность + + + +
Единственность ⊕ ⊕ + −
Аддитивность − ⊕
Строгая монотонность − ⊕
Согласованность по
Дэвису-Машлеру
⊕ − − −
Согласованность по
Харту-Мас-Колеллу
− ⊕ − −
−: свойство не выполняется
+: свойство выполняется
⊕: свойство используется как минимум в одной аксиоматизации решения
Íàïîìíèì, ÷òî àêñèîìàòèçàöèß ïðåä-𝑁 -ßäðà áûëà âûïîëíåíà Ñîáîëå-
âûì [8] (ñì. Òåîðåìó 1). Äëß âåêòîðà Øåïëè ñóùåñòâóþò íåñêîëüêî àêñèî-
ìàòèçàöèé: îäíà èç íèõ ïðåäëîæåíà Øåïëè [4] è âêëþ÷àåò â ñåáß ñâîéñòâà
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àääèòèâíîñòè8, SIVA, ETP è NP. Äðóãàß áûëà ïðåäëîæåíà Õàðòîì è Ìàñ-
Êîëåëëîì [10] (ñì. Òåîðåìó 4), è åøå îäíà áûëà ïðåäëîæåíà ßíãîì [24],
êîòîðàß, â ñâîþ î÷åðåäü, ïîäðàçóìåâàåò âûïîëíåíèå ñâîéñòâ ñòðîãîé ìîíî-
òîííîñòè9, SIVA, ETP è PO.
Êàê óæå áûëî ñêàçàíî ðàíåå, Í.Â.Ñìèðíîâîé è Ñ.È.Òàðàøíèíîé â
ðàáîòå [7] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî [0-1]-𝑁 -ßäðî óäîâëåòâîðßåò ñâîéñòâàì COV,
PO, NE, AN, RE, SYM, DUM, íî â îáùåì ñëó÷àå íå óäîâëåòâîðßåò SIVA
è IR. Ñ.Â.Áðèòâèíûì è Ñ.È.Òàðàøíèíîé [25] áûë äîêàçàí òîò ôàêò, ÷òî
äëß 𝑆𝑀 -ßäðà ñâîéñòâî ñòðîãîé ìîíîòîííîñòè íå âûïîëíßåòñß. Â äàííîé
ðàáîòå æå ïîêàçàíî, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå [0-1]-𝑁 -ßäðî, à òàêæå 𝑆𝑀 -ßäðî
íå óäîâëåòâîðßþò ñâîéñòâàì RGP è CON, è, ñëåäîâàòåëüíî, íå ìîãóò áûòü
àêñèîìàòèçèðîâàíû ñ èõ ïîìîùüþ.
8Решение аддитивно, если для любой пары игр (𝑁, 𝑣1) и (𝑁, 𝑣2) 𝜎(𝑣1 + 𝑣2) = 𝜎(𝑣1) + 𝜎(𝑣2)
9Одноточечное решение на 𝒦 строго монотонно, если для любых пар игр (𝑁, 𝑣) и (𝑁, 𝑢), 𝑖 ∈ 𝑁
из того, что 𝑢(𝑆 ∪ {𝑖})− 𝑢(𝑆) ≥ 𝑣(𝑆 ∪ {𝑖})− 𝑣(𝑆) для ∀𝑆 ⊆ 𝑁 , следует, что 𝜎𝑖(𝑢) ≥ 𝜎𝑖(𝑣)
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Выводы
Â õîäå èññëåäîâàíèß áûëè ðåøåíû ñëåäóþùèå çàäà÷è:
 ðåàëèçîâàíî ïðîãðàììíîå îáåñïå÷åíèå, âû÷èñëßþùåå 𝛼-𝑁 -ßäðî äëß
ëþáîãî 𝛼, 𝛼 ∈ [0, 1];
 ðåàëèçîâàíî ïðîãðàììíîå îáåñïå÷åíèå, ñòðîßùåå ðåäóöèðîâàííûå èãðû
ïî Äýâèñó-Ìàøëåðó è Õàðòó-Ìàñ-Êîëåëëó äëß 𝛼-𝑁 -ßäðà äëß ëþáîãî
𝛼, 𝛼 ∈ [0, 1];
 ðåàëèçîâàíî ïðîãðàììíîå îáåñïå÷åíèå, âûïîëíßþùåå ïðîâåðêó ñâîé-
ñòâà ñîãëàñîâàííîñòè ïî Äýâèñó-Ìàøëåðó (RGP) è ñâîéñòâà ñîãëàñî-
âàííîñòè ïî Õàðòó-Ìàñ-Êîëåëëó (CON) äëß 𝛼-𝑁 -ßäðà äëß ëþáîãî 𝛼,
𝛼 ∈ [0, 1];
 ñäåëàí âûâîä î òîì, ÷òî äëß [0,1]-𝑁 -ßäðà è 𝑆𝑀 -ßäðà ñâîéñòâî ñîãëàñî-
âàííîñòè ïî Äýâèñó-Ìàøëåðó â îáùåì ñëó÷àå íå âûïîëíßåòñß, êðîìå
êàê íà êëàññàõ èãð, êîãäà äàííûå ðåøåíèß ñîâïàäàþò ñ ïðåä-𝑁 -ßäðîì.
Ñëåäîâàòåëüíî, àêñèîìàòèçàöèß äàííûõ ðåøåíèé ïðè ïîìîùè ýòîãî
ñâîéñòâà íåâîçìîæíà;
 ñäåëàí âûâîä î òîì, ÷òî äëß 𝛼-𝑁 -ßäðà, 𝛼 ∈ [0, 1], ñâîéñòâî ñîãëàñîâàí-
íîñòè ïî Õàðòó-Ìàñ-Êîëåëëó â îáùåì ñëó÷àå íå âûïîëíßåòñß, â ÷àñò-
íîñòè, íå âûïîëíßåòñß è äëß 𝑆𝑀 -ßäðà, êðîìå êàê â ñëó÷àå èãð òðåõ
ëèö, êîãäà äàííîå ðåøåíèå ñîâïàäàåò ñ âåêòîðîì Øåïëè. Ñëåäîâàòåëü-
íî, àêñèîìàòèçàöèß 𝑆𝑀 -ßäðà ïðè ïîìîùè ýòîãî ñâîéñòâà íåâîçìîæíà.
Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ñäåëàòü âûâîä î òîì, ÷òî 𝑆𝑀 -ßäðî, è, ñîîòâåò-
ñòâåííî, [0,1]-𝑁 -ßäðî íå ìîãóò áûòü àêñèîìàòèçèðîâàíû ñ ïîìîùüþ ñó-




Â ðàáîòå èññëåäóåòñß ñïðàâåäëèâîñòü ñâîéñòâ ñîãëàñîâàííîñòè ïî
Äýâèñó-Ìàøëåðó è Õàðòó-Ìàñ-Êîëåëëó äëß ñðàâíèòåëüíî íîâûõ ðåøåíèé
â òåîðèè êîîïåðàòèâíûõ èãð  [0,1]-𝑁 -ßäðà è 𝑆𝑀 -ßäðà. Äàííûå ðåøåíèß
îáëàäàþò ìíîæåñòâîì ñâîéñòâ: COV, PO, NE, AN, RE, SYM, DUM; 𝑆𝑀 -
ßäðî òàêæå óäîâëåòâîðßåò SIVA. Îäíàêî äî ñèõ ïîð íå áûë íàéäåí òàêîé
íàáîð ñâîéñòâ, êîòîðûé ïîçâîëèë áû îäíîçíà÷íî îïðåäåëèòü ýòè ðåøåíèß.
Ââèäó òîãî, ÷òî [0,1]-𝑁 -ßäðî è 𝑆𝑀 -ßäðî îòíîñßòñß ê êëàññó ýêñöåññî-
ïîäîáíûõ ðåøåíèé, è èõ îïðåäåëåíèå òåñíî ñâßçàíî ñ äðóãèì ðåøåíèåì
êîîïåðàòèâíûõ èãð  ïðåä-𝑁 -ßäðîì,  áûëà ïîñòàâëåíà çàäà÷à ïðîâåðêè
ñâîéñòâ, ó÷àñòâóþùèõ â àêñèîìàòèçàöèè ïðåä-𝑁 -ßäðà, à èìåííî, ñâîéñòâà
ñîãëàñîâàííîñòè ïî Äýâèñó-Ìàøëåðó. Äëß ïîëíîòû èññëåäîâàíèß òàêæå
áûëà ïîñòàâëåíà çàäà÷à ïðîâåðêè âûïîëíåíèß ñâîéñòâà ñîãëàñîâàííîñòè
ïî Õàðòó-Ìàñ-Êîëåëëó, ó÷àñòâóþùåìó â àêèñîìàòèçàöèè âåêòîðà Øåïëè.
Â õîäå ðàáîòû áûëî ðåàëèçîâàíî ïðîãðàììíîå îáåñïå÷åíèå, ñòðîßùåå
ðåäóöèðîâàííûå èãðû ïî Äýâèñó-Ìàøëåðó è Õàðòó-Ìàñ-Êîëåëëó, à òàêæå
âûïîëíßþùåå ïðîâåðêó RGP è CON äëß 𝛼-𝑁 -ßäðà äëß ëþáîãî 𝛼, 𝛼 ∈ [0, 1],
è 𝑆𝑀 -ßäðà. Ñ ïîìîùüþ äàííîãî ïðîãðàììíîãî îáåñïå÷åíèß áûëè íàéäå-
íû êîíòðïðèìåðû, ïîêàçûâàþùèå, ÷òî íè äëß 𝛼-𝑁 -ßäðà äëß ëþáîãî 𝛼,
𝛼 ∈ [0, 1], íè äëß 𝑆𝑀 -ßäðà â îáùåì ñëó÷àå äàííûå ñâîéñòâà íå âûïîëíß-
þòñß. Òàêæå áûëà ïðåäëîæåíà èíòóèòèâíî ïîíßòíàß ãåîìåòðè÷åñêàß èí-
òåðïðåòàöèß ñâîéñòâà ñîãëàñîâàííîñòè ïî Äýâèñó-Ìàøëåðó, ïîçâîëßþùàß
ñäåëàòü âûâîä î òîì, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå RGP äëß [0,1]-𝑁 -ßäðà íå âûïîë-
íßåòñß. Îäíàêî ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî äàííàß èíòåðïðåòàöèß íóæäàåòñß â
äàëüíåéøåì òåîðåòè÷åñêîì îáîñíîâàíèè äëß ïîäòâåðæäåíèß ðåçóëüòàòîâ.
Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî [0,1]-𝑁 -ßäðî ßâíûì îáðàçîì ó÷èòûâàåò êîí-
ñòðóêòèâíóþ è áëîêèðóþùóþ ñèëó êîàëèöèè 𝑆 ⊆ 𝑁 ñ ïîìîùüþ ââåäåííîãî
ïàðàìåòðà 𝛼 ∈ [0, 1]. Â òî æå âðåìß èçâåñòíî, ÷òî ïðè 𝛼 = 1, òî åñòü êîãäà
êîíñòðóêòèâíàß ñèëà êîàëèöèè ó÷èòûâàåòñß ñî ìíîæèòåëåì 1, à áëîêèðóþ-
ùàß  ñî ìíîæèòåëåì 0, 𝛼-𝑁 -ßäðî  òî÷êà, ïðèíàäëåæàùàß [0,1]-𝑁 -ßäðó,
 ñîâïàäàåò ñ ïðåä-𝑁 -ßäðîì è RGP äëß äàííîãî 𝛼-𝑁 -ßäðà âûïîëíßåòñß
âñåãäà.
Èç ýòîãî ìîæíî ñäåëàòü âûâîä î òîì, ÷òî ðåäóöèðîâàííàß èãðà ïî
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Äýâèñó-Ìàøëåðó, êàê è ïðåä-𝑁 -ßäðî, íå ïðåäïîëàãàåò ßâíîãî ó÷åòà áëîêè-
ðóþùåé ñèëû êîàëèöèè. Ó÷èòûâàß òîò ôàêò, ÷òî îïðåäåëåíèß ïðåä-𝑁 -ßäðà
è [0,1]-𝑁 -ßäðà òåñíî ñâßçàíû è äëß ïðåä-𝑁 -ßäðà ñâîéñòâî ñîãëàñîâàííî-
ñòè âñåãäà âûïîëíßåòñß, [0,1]-𝑁 -ßäðî, òåîðåòè÷åñêè, òîæå ìîæåò îáëàäàòü
ñâîéñòâîì ñîãëàñîâàííîñòè, õîòü, ìîæåò, è â íåñêîëüêî èíîé ôîðìå, ÷åì
íàì îíî èçâåñòíî. Òàêèì îáðàçîì, äëß äàëüíåéøåãî èññëåäîâàíèß ìîãóò
áûòü ïîñòàâëåíû ñëåäóþùèå çàäà÷è:
1. Ïðåäëîæèòü íîâîå îïðåäåëåíèå ðåäóöèðîâàííîé èãðû (âîçìîæíî, îñ-
íîâàííîå íà îïðåäåëåíèè ïî Äýâèñó-Ìàøëåðó), ßâíûì îáðàçîì âêëþ-
÷àþùåå â ñåáß ïàðàìåòð 𝛼 ∈ [0, 1], ïîçâîëßþùèé ó÷èòûâàòü êàê êîí-
ñòðóêòèâíóþ, òàê è áëîêèðóþùóþ ñèëó êîàëèöèè 𝑆 ⊆ 𝑁 ;
2. Ïðåäëîæèòü íîâîå ñâîéñòâî ñîãëàñîâàííîñòè, âûïîëíßþùååñß äëß
[0,1]-𝑁 -ßäðà è 𝑆𝑀 -ßäðà;
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Приложения
Приложение 1. Нахождение [0,1]-N-ядра и SM-ядра
1. Ïîñòðîåíèå èãðû 𝑣𝛼:
f unc t i on [ v_a ] = v_alpha ( alpha , v , n )
%строит игру v^alpha для подсчета alpha−Nядра−
%v = [ ] − характеристическая функция исходной игры
%n − число игроков
%порядок коалиций для n=4:
%{{1} , {2} , {1 , 2} , {3} , {1 , 3} , {2 , 3} , {1 , 2 , 3} , . . .
%{4} ,{1 ,4} ,{2 ,4} ,{1 ,2 , 4} ,{3 ,4} ,{1 ,3 , 4} ,{2 ,3 , 4} ,{1 ,2 , 3 , 4}}
i f ( alpha > 1) | | ( alpha < 0)
e r r o r ( 'Alpha should be in range [ 0 , 1 ] ' ) ;
end
i f s i z e (v , 2 ) ~= 2^n−1
e r r o r ( 'Dimension o f v should be 2^n−1 ' ) ;
end
v_a = [ ] ;
f o r s=1:2^n−1
N_S = not_S( s , n ) ; %коалиция N\S в виде уникального числа
i f N_S == 0 %случай пустой коалиции
v_a = [ v_a , alpha *v ( s )+(1−alpha ) *v(2^n−1) ] ;
e l s e
v_a = [ v_a , alpha *v ( s )+(1−alpha ) *( v(2^n−1)−v (N_S) ) ] ;
end
end
2. Âû÷èñëåíèå [0,1]-N-ßäðà è SM-ßäðà:
f unc t i on [ n , X, v ] = genera l_nucl ( f i l ename , step , alpha1 , alpha2 )
%Считает alpha−Nядро− для разных alpha c заданным шагом step и выводит
%значения в файл [0−1]− nuc l e o l u s . txt
%Выводит график для х3− игроков
%INPUT:
%f i l ename − файл , где первая строка − количество игроков , а последующие −
%коалиции и соответствующие им значения характеристической функции
%step − шаг из интервала [ 0 , 1 ]
%alpha1 − левая граница интервала , по умолчанию 0
%alpha1 − правая граница интервала , по умолчанию 1
i f s tep > 1 | | s tep < 0
e r r o r ( ' Step should be in range [ 0 , 1 ] ' ) ;
end
[ v , n ] = inpu t_ f i l e ( f i l ename ) ; %получаем из файл хар фю− и число игроков
i f s i z e (v , 2 ) ~= 2^n−1
e r r o r ( 'Dimension o f v should be 2^n−1 ' ) ;
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end
i f narg in < 3
alpha1 = 0 ;
alpha2 = 1 ;
end
X = [ ] ;
ALPHA = [ ] ;
f i d = fopen ( ' [0−1]− nuc l e o l u s . txt ' , 'w ' ) ; %файл значений alpha и X
f p r i n t f ( f i d , '%4s\ t %3s \ t %3s \ t %3s \ t %3s \ t %3s \ t \n ' , ' alpha ' , ' x1 ' , ' x2 ' , ' x3 ' , ' x4
' , ' . . . ' ) ;
f o r alpha=alpha1 : s tep : alpha2
v_a = v_alpha ( alpha , v , n ) ; %строим игру v^alpha для подсчета alpha−Nядра−
pren = PreNucl (v_a) ;
X = [X; pren ] ;
ALPHA = [ALPHA; alpha ] ;
end
f o r j = 1 : s i z e (ALPHA, 1 ) %вывод в файл alpha ,X
f p r i n t f ( f i d , '%3.3 f \ t ' ,ALPHA( j ) ) ;
f o r k = 1 : n
f p r i n t f ( f i d , '%3.4 f \ t ' ,X( j , k ) ) ;
end
f p r i n t f ( f i d , ' \n ' ) ;
end
f c l o s e ( f i d ) ;
%график для n=3
i f n == 3
p lo t3 (X( : , 1 ) ,X( : , 2 ) ,X( : , 3 ) , '−o ' )
max_x = max(v_a) ;
%ax i s ( [ 0 max_x 0 max_x 0 max_x ] )




Приложение 2. [0,1]-N-ядро игры 3-х лиц
alpha x1 x2 x3
0 .000 3 .0000 2 .5000 3 .5000
0 .020 3 .0000 2 .5000 3 .5000
0 .040 3 .0000 2 .5000 3 .5000
0 .060 3 .0000 2 .5000 3 .5000
0 .080 3 .0000 2 .5000 3 .5000
0 .100 3 .0000 2 .5000 3 .5000
0 .120 3 .0000 2 .5000 3 .5000
0 .140 3 .0000 2 .5000 3 .5000
0 .160 3 .0000 2 .5000 3 .5000
0 .180 3 .0000 2 .5000 3 .5000
0 .200 3 .0000 2 .5000 3 .5000
0 .220 3 .0000 2 .5000 3 .5000
0 .240 3 .0000 2 .5000 3 .5000
0 .260 3 .0100 2 .4900 3 .5000
0 .280 3 .0300 2 .4700 3 .5000
0 .300 3 .0500 2 .4500 3 .5000
0 .320 3 .0700 2 .4300 3 .5000
0 .340 3 .0900 2 .4100 3 .5000
0 .360 3 .1100 2 .3900 3 .5000
0 .380 3 .1267 2 .3667 3 .5067
0 .400 3 .1333 2 .3333 3 .5333
0 .420 3 .1400 2 .3000 3 .5600
0 .440 3 .1467 2 .2667 3 .5867
0 .460 3 .1533 2 .2333 3 .6133
0 .480 3 .1600 2 .2000 3 .6400
0 .500 3 .1667 2 .1667 3 .6667
0 .520 3 .1733 2 .1333 3 .6933
0 .540 3 .1800 2 .1000 3 .7200
0 .560 3 .1867 2 .0667 3 .7467
0 .580 3 .1933 2 .0333 3 .7733
0 .600 3 .2000 2 .0000 3 .8000
0 .620 3 .1900 2 .0000 3 .8100
0 .640 3 .1800 2 .0000 3 .8200
0 .660 3 .1700 2 .0000 3 .8300
0 .680 3 .1600 2 .0000 3 .8400
0 .700 3 .1500 2 .0000 3 .8500
0 .720 3 .1400 2 .0000 3 .8600
0 .740 3 .1300 2 .0000 3 .8700
0 .760 3 .1200 2 .0000 3 .8800
0 .780 3 .1100 2 .0000 3 .8900
0 .800 3 .1000 2 .0000 3 .9000
0 .820 3 .0900 2 .0000 3 .9100
0 .840 3 .0800 2 .0000 3 .9200
0 .860 3 .0700 2 .0000 3 .9300
0 .880 3 .0600 2 .0000 3 .9400
0 .900 3 .0500 2 .0000 3 .9500
0 .920 3 .0400 2 .0000 3 .9600
0 .940 3 .0300 2 .0000 3 .9700
0 .960 3 .0200 2 .0000 3 .9800
0 .980 3 .0100 2 .0000 3 .9900
1 .000 3 .0000 2 .0000 4 .0000
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Приложение 3. Проверка RGP
1. Ïîñòðîåíèå íîâîé õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè 𝑣𝑥𝑆 èãðû â ðåäóöèðî-
âàííîé ôîðìå (𝑆, 𝑣𝑥𝑆):
f unc t i on [ v_rx ] = reduced_game_maschler (S , alpha , v , n)
%Строит игру v_S^x в редуцированной форме по Дэвису и Машлеру
%INPUT:
%S = [ ] − коалиция , по отношению к которой строится редуцированная игра
%alpha − параметр для подсчета alpha−Nядра−
%v = [ ] − характеристическая функция исходной игры
%n − число игроков
%OUTPUT:
%v_rx − новая характеристическая функция для игры в редуцированной форме
i f ( alpha > 1) | | ( alpha < 0)
e r r o r ( 'Alpha should be in range [ 0 , 1 ] ' ) ;
end
i f s i z e (v , 2 ) ~= 2^n−1
e r r o r ( 'Dimension o f v should be 2^n−1 ' ) ;
end
i f ( s i z e (S , 2 ) > n) | | ( s i z e (S , 2 ) < 1)
e r r o r ( 'S should inc lude minimum 2 and maximum n p laye r s in range [ 1 , n ] ' ) ;
end
f o r i =1: s i z e (S , 2 ) %проверка на включение в интервал и повторы
i f S( i ) < 1 | | S ( i ) > n
e r r o r ( ' Coa l i t i on members should be in range [ 1 , n ] ' ) ;
end
f o r j=i +1: s i z e (S , 2 )
i f S ( i ) == S( j )




s = 0 ; %число , определяющее S
f o r i =1: s i z e (S , 2 )
s = s + 2^(S( i )−1) ;
end
N_S = not_S( s , n ) ; %число , определяющее N\S
%считаем alpha−Nядро− для исходной игры
v_a = v_alpha ( alpha , v , n ) ;
X = PreNucl (v_a) ;
%строим игру v_rx
v_rx = [ ] ;
f o r t=1:2^n−1
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i f t==s
v_rx = [ v_rx , v(2^n−1)−x_S(X,N_S, n) ] ;
e l s e




2. Ïðîâåðêà ñâîéñòâà ñîãëàñîâàííîñòè ïî Äýâèñó è Ìàøëåðó äëß 𝛼-𝑁 -
ßäðà:
f unc t i on [ check , X_S] = RGP_maschler (S , alpha , v , n)
%Проверяет выполнение свойства согласованности по Дэвису и Машлеру для alpha−Nядра−
%INPUT:
%S = [ ] − коалиция , по отношению к которой строится редуцированная игра
%alpha − параметр для подсчета alpha−Nядра−
%v = [ ] − характеристическая функция исходной игры
%n − число игроков
%OUTPUT:
%check − переменная типа boolean , 1 − если свойство выполняется , 0 − иначе
i f ( alpha > 1) | | ( alpha < 0)
e r r o r ( 'Alpha should be in range [ 0 , 1 ] ' ) ;
end
i f s i z e (v , 2 ) ~= 2^n−1
e r r o r ( 'Dimension o f v should be 2^n−1 ' ) ;
end
i f ( s i z e (S , 2 ) > n) | | ( s i z e (S , 2 ) < 1)
e r r o r ( 'S should inc lude minimum 2 and maximum n p laye r s in range [ 1 , n ] ' ) ;
end
f o r i =1: s i z e (S , 2 ) %проверка на включение в интервал и повторы
i f S( i ) < 1 | | S ( i ) > n
e r r o r ( ' Coa l i t i on members should be in range [ 1 , n ] ' ) ;
end
f o r j=i +1: s i z e (S , 2 )
i f S ( i ) == S( j )




v_a = v_alpha ( alpha , v , n ) ;
X = PreNucl (v_a) ; %считаем alpha−Nядро− для исходной игры
v_rx = reduced_game_maschler (S , alpha , v , n ) ; %игра в редуцированной форме
s = 0 ; %число , определяющее S
f o r i =1: s i z e (S , 2 )
s = s + 2^(S( i )−1) ;
end
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S_bin = dec2bin ( s , n ) ; %S в бинарном
%находим все коалиции , содержащиеся в S
al l_S = contained_coal ( S_bin , n) ;
v_S = [ ] ;
f o r i =1: s i z e ( all_S , 2 )
v_S = [v_S , v_rx ( al l_S ( i ) ) ] ;
end
i f s i z e (S , 2 ) == 1
X_S = v_S(1) ; %решение для одного человека
e l s e
X_S = PreNucl (v_S) ;
end
check = 1 ;
eps = 1e−14; %to l e r an c e
f o r i =1: s i z e (S , 2 )
i f (X_S( i ) − X(S( i ) ) ) > eps





3. Ïðîâåðêà RGP äëß èãðû 3-õ ëèö. Óòî÷íåíèå ðåçóëüòàòîâ.
n = 3
Remained c o a l i t i o n S : 1 2
























4. Ïðîâåðêà RGP äëß èãðû 5-òè ëèö
n = 5
Remained c o a l i t i o n S : 1 2























5. Ïðîâåðêà RGP äëß èãðû 3-õ ëèö
n = 3
Remained c o a l i t i o n S : 1 2











Remained c o a l i t i o n S : 1 3












Remained c o a l i t i o n S : 2 3











Remained c o a l i t i o n S : 1 2 3












Приложение 4. Проверка CON
1. Ïîñòðîåíèå íîâîé õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè 𝑣𝜎𝑆 èãðû â ðåäóöèðî-
âàííîé ôîðìå (𝑆, 𝑣𝜎𝑆):
f unc t i on [ v_rsigma ] = reduced_game_mascolell (S , alpha , v , n )
%Строит игру v_S^sigma в редуцированной форме по МасКолеллу−
%INPUT:
%S = [ ] − коалиция , по отношению к которой строится редуцированная игра
%alpha − параметр для подсчета alpha−Nядра−
%v = [ ] − характеристическая функция исходной игры
%n − число игроков
%OUTPUT:
%v_rsigma − новая характеристическая функция для игры в редуцированной форме
i f ( alpha > 1) | | ( alpha < 0)
e r r o r ( 'Alpha should be in range [ 0 , 1 ] ' ) ;
end
i f s i z e (v , 2 ) ~= 2^n−1
e r r o r ( 'Dimension o f v should be 2^n−1 ' ) ;
end
i f ( s i z e (S , 2 ) > n) | | ( s i z e (S , 2 ) < 1) %ДОБАВИТЬ CHECK ПО ВКЛЮЧЕНИЮ
er r o r ( 'S should inc lude minimum 2 and maximum n p laye r s in range [ 1 , n ] ' ) ;
end
f o r i =1: s i z e (S , 2 ) %проверка на включение в интервал и повторы
i f S( i ) < 1 | | S ( i ) > n
e r r o r ( ' Coa l i t i on members should be in range [ 1 , n ] ' ) ;
end
f o r j=i +1: s i z e (S , 2 )
i f S ( i ) == S( j )




%считаем alpha−Nядро− для исходной игры
v_a = v_alpha ( alpha , v , n ) ;
s = 0 ; %число , определяющее S
f o r i =1: s i z e (S , 2 )
s = s + 2^(S( i )−1) ;
end
n_s = not_S( s , n ) ; %число , определяющее N\S
%строим игру v_rx
v_rsigma = [ ] ;
f o r t=1:2^n−1
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tcupn_s = coal_union ( t , n_s , n) ;
tcupn_s ;




2.Ïðîâåðêà CON äëß èãðû 3-õ ëèö
n = 3
Remained c o a l i t i o n S : 1 2












Remained c o a l i t i o n S : 1 3












Remained c o a l i t i o n S : 2 3












Remained c o a l i t i o n S : 1 2 3













3. Âûäåðæêà èç ðåçóëüòàòîâ ïðîâåðêè CON äëß èãðû 5-òè ëèö
Remained c o a l i t i o n S : 1 3 5












Remained c o a l i t i o n S : 1 2 4 5
alpha 1 or 0
0 .000 0
0 .100 0
0 .200 0
0 .300 0
0 .400 0
0 .500 0
0 .600 0
0 .700 0
0 .800 0
0 .900 0
1 .000 0
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